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研究了热环境中功能梯度圆板在横向简谐激励作用下的非线性动力响应和动应力问题(针对陶瓷 金

属功能梯度圆板&考虑几何非线性'材料物理性质参数随温度变化及材料组分沿厚度方向按幂律分布的情况&应

用虚功原理给出了热载荷与横向简谐载荷共同作用下的非线性振动偏微分方程(在固支无滑动的边界条件下&利

用伽辽金法得到了达芬型非线性强迫振动方程(通过数值算例&给出了关于体积分数指数的分岔图&相图'

I':8F

->0,

映射等响应图以及动应力变化规律图&讨论了材料体积分数指数和温度场对功能梯度圆板非线性动力响应的

影响(结果表明!热环境中功能梯度圆板随体积分数指数的变化可使系统出现周期响应'倍周期响应和混沌响

应(功能梯度圆板中心处动应力在系统发生分岔或出现混沌响应时出现大幅变化&而且在混沌响应时具有不可预

测性(
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功能梯度材料"

]NU

#是一种新型非均匀复合

材料&通常由陶瓷和金属两种材料构成&具有强度

高'韧性好'耐高温等优良的使用性能(它最初是

作为航空航天工业中的特殊功能材料而开始研究

的&但近年来已逐渐发展成为高速飞行器'涡轮发

动机等高温工作环境中的重要结构元件"如梁'板'

壳等#(许多研究者已着手研究功能梯度材料结构

在机械载荷和温度载荷共同作用下的动力响应分
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*基于一阶剪切变形板理论&

研究了一维稳态温度场中功能梯度矩形板的非线性

动力响应(

*

P

等)

!

*研究了受面内简谐载荷作用的

功能梯度矩形板参数激振(

R>8

P

和
YA,8

)

1

*研究了

受局部侧向脉冲载荷功能梯度圆柱曲板的自由振动

和参数共振(陈伟球等)

52

*讨论了横观各向同性功

能梯度材料矩形板'球面各向同性功能梯度材料球

壳的自由振动问题(曹志远)

#

*给出了不同边界条件

下功能梯度矩形板固有频率解的一般表达式&并进

一步)

3

*研究了考虑物理非线性的振动问题&利用小

参数 法 求 出 了 非 线 性 振 动 方 程 的 解 析 解(

K((>AW,0=:_>=,A

等)

"

*研究了功能梯度薄圆板的非线

性自由振动和强迫振动&表明材料组分指数在板的

非线性响应中有显著的影响(

M>'

和
LA>8

P

等)
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*

研究了在横向荷载和面内激励共同作用下&四边简

支板的非线性动力响应'

$`$

内共振和主参数共

振分岔等问题(最近&王云'丁浩江等)

$%

*用直接位

移法研究了横观各向同性功能梯度圆板的自由振动

问题(目前对于热环境中功能梯度圆板的非线性动

力响应和动应力分析鲜有报道(本文中主要分析了

热环境中功能梯度圆板在横向简谐激励作用下的非

线性动力响应和板内的动应力变化情况(
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功能梯度圆板的材料物性参数

对于半径为
!

'厚度为
"

的陶瓷 金属功能梯

度材料圆板&建立图
$

所示的坐标系 "
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功能梯度圆板的材料性质沿厚度方向呈现梯度变

化&材料物性参数可表示为
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图
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功能梯度圆板模型和坐标系
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式中!
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为体积分数指数"非负实数#(

假定材料的弹性模量
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'热胀系数
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度的变化&而泊松比
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假定温度场是只沿厚度方向变化的一维温度

场&其分布函数满足热传导方程
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其热边界条件如下!"
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功能梯度圆板基本方程

针对圆板轴对称问题&泊松比
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取为常数&根
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在考虑几何非线性的情况下&板内各点应变分

量的表达式为
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针对热载荷与横向简谐均布力共同作用下的功

-

"1!

-

复 合 材 料 学 报



能梯度圆板&应用虚功原理&结合式"
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引入应力函数
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#&可推得如下以应力函数和

中面位移表示的非线性振动微分方程!
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功能梯度圆板的振动微分方程求解

考虑周边固支无滑动边界约束的功能梯度圆

板&其边界条件为!在
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#代入振动微分方程"
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#中&并

应用伽辽金法进行积分&经过推导&根据圆板热传

导温度场及材料体积分数指数变化情况&可得到如

下两种类型的
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#渐硬恢复力型
+GTT:8

P

方程

6
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(

-

$

6

-

(

6

(

-

!

6

1

&

-

1

-'<

!./

"

$!

#

"

!

#

M'(.,<F+GTT:8

P

方程

6
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$

6
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)

6

(

-

!

6

1

&

-

1

-'<

./

"

$1

#

式中!

7

6

和
6

--

分别表示
6

对
/

的一阶和二阶导数$无

量纲变量
6

"

/

#

&

5

%

"

&

/&,

%

0

$系数
.&,

%

,

%

&

,

!

%

&

1!%

12

%

!

5

"

1

1

1

1

$

"

$

)

#

!

#

)

"

1

1

5

$

)

#

) *

!

(

!%1

1

"

1!

!

&

-

$

&

*

2

%

,

%

&

-

!

&

"

1

1

$

2

%

!

5

,

!

%

"

2%

)

1%

#

#

4

"

$

)

#

#

)

5%

) *

!$

&

-

1

&

2

4%

12

%

"

,

!

%

7

对于渐硬恢复力型
+GTT:8

P

方程&考虑到它的

强非线性引入参数
'

&它可以是较大的数&则方程

改写为

6

--

(

6

&)'

-

8

$6

-

)'

-

8

!6

1

('

-

8

1

-'<

./

"

$5

#

式中!

-

8

$

&

-

$

'

&

-

8

!

&

-

!

'

&

-

8

1

&

-

1

'

(

引入变换

0&

',

$

$

(',

$

"

$2

#

并考虑主共振情况&利用改进的
SFI

法经过一系列

运算推导可以确定出

,

$

&

1

-

8

!

-

8

!

1

5

-

8

!

$

"

$#

#

由式"

$2

#可知
0

是一个小参数&它可将强非线性系

统"

$5

#变成为一个弱非线性系统

6

--

%

(

6

(

0

-

8

!

,

$

)0,

$

6

1

&

0

-

8

1

,

$

)0,

$

-'<

./

"

$3

#

将方程"

$3

#的解展成小参数
0

的幂级数&设

6

"

0

&

/

#

&

6%

"

*

%

&

*

$

#

(0

6$

"

*

%

&

*

$

#

(

. "

$"

#

其中!

*

%

&/

$

*

$

&0/

(

考虑主共振情况&将式"

$"

#代入式"

$3

#中&令

0

同次幂相等得到

9

!

%6%

(

6%

&

%

"

$4>

#

9

!

%6$

(

6$

&

-

8

1

,

$

-'<

./)

!9

%

9

$6%

)

-

8

$

,

$

9

%6%

)

-

8

!

,

$

6

1

%

"

$4/

#

式中!

9

:

&

$

$

*

:

"

:

&

%

&

$

&. #(

设方程"

$4>

#解的形式为

6%

&

;

"

*

$

#

,

:*

%

(

*

;

"

*

$

#

,

)

:*

%

"

!%

#

式中!

*

;

为
;

的共轭项$

:

是单位虚数(将式"

!%

#

代入式"

$4/

#中得到

9

!

%6$

(

6$

&

)

!:9

$

;

)

:

-

8

$

,

$

;

)

1

-

8

!

,

$

;

!

*

"

;

(

!!!!!!

-

8

1

!

,

$

,

:

*

$

#

!

,

:*

%

)

-

8

!

,

$

;

1

,

1:*

%

(

--

"

!$

#

其中!

--

表示共轭项(要消除式"

!$

#中的久期项&

须有

-
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;

(

-

8

1

!

,

$

,

:

*

$

!

&

%

"

!!

#

将
;

写成复数形式!

;

&

$

!

<

"

/

#

,

:

!

"

/

#

&代入式"

!$

#

并分离实部和虚部&可以得到

7

<

&)

-

8

$

!

,

$

<

(

-

8

1

!

,

$

<:8

"

*

$

!

)!

#

<

+

!&

1

-

8

$

<

1

"

,

$

)

-

8

1

!

,

$

-'<

"

*

$

!

)!

&

'

(

#

"

!1

#

所以&方程"

$!

#的一次近似解析解为

6

&

<-'<

"

!(/

#

(

0

-

!

$

!5

-

!

1

<

1

-'<

"

!(/

# "

!5

#

式中!

<

'

!

由式"

!1

#确定$

0

由式"

$2

#和式"

$#

#确

定(

而对于
M'(.,<F+GTT:8

P

方程"

$1

#&显然可通

过求解微分方程"

$1

#得到
6

"

/

#&将式"

$$

#代入

式"

"

#中可确定应力函数
)

"

#

&

0

#&结合式"

$%

#'

式"

$$

#和应力函数
)

"

#

&

0

#的表达式便得到

.

%

&

"

2

)

1

#

#

"

!

#!

!

6

"

/

#

#

)

51

!

"

!

1

$

!

!

6

"

/

#

#

)

!!

"

1

)

#

#

"

!

!

5

6

!

"

/

#

#

1

(

51

!

"

!

1

$

!

5

6

"

/

#

#

1

(

!!

!

"

2

)

#

#

"

!

1!

#

6

!

"

/

#

#

2

(

"

#

)

3

#

"

!

#!

"

6

!

"

/

#

#

3

"

!2

#

此即圆板动力响应下的中面径向位移表达式&将其

与式"

$$

#同时代入式"

3

#中得到圆板的应变表达式&

然后利用式"

#

#便可得到圆板非线性振动时的应力(

由于表达式冗长&在此将不予给出&将只对其作数

值分析(

?

!

数值算例和讨论

考虑一半径
!a%71.

'厚度
"a%7%%5.

的功

能梯度圆板&激励幅值
4%

a$%%*

%

.

!

&无量纲频率

.&

$-%!

(圆板无热应变时的环境温度为
1%%C

&

金属侧温度
"

*

.

a1%%C

&陶瓷侧温度
"

*

-

a15%C

(

其组分材料由氧化锆和钛合金构成&记作
L0J

!

%"

?:

#K( 5&

#(材料密度和热传导率为!对
L0J

!

&

%

-

a

1%%%9

P

%

.

1

&

$

-

a$7"%b

%"

.

-

C

#$对于
?: #K(

5&

&

%

.

a55!49

P

%

.

1

&

$

.

a37"!b

%"

.

-

C

#(弹性

模量和热胀系数均随温度的变化而变化&具体数据

见文献)

$1

*&泊松比均为
#

&

%-1

(当不考虑功能

梯度圆板所处的外界温度时&系统刚度项为正&是

渐硬恢复力型
+GTT:8

P

系统(而考虑温度效应时&

随着温度的改变&其系统刚度项有正负之分&因此

可呈现出两种不同的动力学系统&即渐硬恢复力型

+GTT:8

P

系统和
M'(.,<F+GTT:8

P

系统&下边分别给

予考虑(

?@<

!

渐硬恢复力型
!322(&

5

系统

为了研究功能梯度材料体积分数指数和温度场

对系统动力特性的影响&变化材料体积分数指数

+

&可以得到渐硬恢复力型
+GTT:8

P

系统振动幅值

相对于体积分数指数的无量纲全局分岔图和系统在

不同体积分数指数下的相图'

I':8->0,

映射图以及

幅值谱(

图
!

给出了体积分数变化时非线性系统的动态

特性(从图
!

"

>

#可以看出&不考虑温度效应时&系

统的响应只表现为单周期响应&振动幅值只有微小

变化&无明显分岔现象(而考虑温度效应时&从

图
!

"

/

#可以看出&系统的响应经历了从混沌
,

倍

周期
,

周期的运动过程&系统响应的幅值有跳跃

现象(

只改变图
!

中的体积分数指数
+

&系统的其它

图
!

!

+GTT:8

P

系统体积分数指数
+

的分岔图

]:

P

7!

!

@:TG0->;:'8'T;A,+GTT:8

P

<

H

<;,.T'0

;A,W'(G.,T0>-;:'8:8=,\

-
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参数和初始条件不变(首先针对图
!

"

>

#&图
1

给出

了
+

&

!

时的系统响应图(对于图
!

"

/

#来说&当

+a$7"4

&系统会出现混沌运动&如图
5

所示&图中

幅值谱为连续谱且出现噪声背景&

I':8;->0,

映射

图具有精细几何结构&混沌特征明显(当
+

&

$-44

时&系统变为
!

倍周期运动&如图
2

所示(图中相

图呈现两圈相套的形式&幅值谱出现两个主要峰

值&

I':8;->0,

映射图上只有两个孤立的点(当

+

&

!-%"

时&系统由
!

倍周期运动变为
1

倍周期运

动并伴随有跳跃现象&

I':8;->0,

映射图上有
1

个孤

立的点&如图
#

所示(当体积分数指数
+

越过
!7%"

附近区域后&系统变为单周期运动(可见&随着材料

体积分数指数的变化&功能梯度圆板出现了一系列

复杂的运动形式(

?@=

!

A%'.)0 !322(&

5

系统

在考虑温度效应&其它参数不变的情况下&变

化材料体积分数指数
+

&得到了
M'(.,< +GTT:8

P

系统振动幅值相对于体积分数指数的无量纲全局分

岔图"图
3

#和系统在不同体积分数指数下的响应图

"图
"

#

图
$%

#(

从图
3

总体来看&系统经历了从周期
,

倍周期

,

混沌的分岔运动过程&其间呈现出从倍周期到混

沌的交替现象&且具有阵发现象$在混沌运动过程

中&夹杂有周期窗口$在倍周期运动过程中&发生

了大量跳跃现象(

针对图
3

中的情况&现讨论不同体积分数指数

+

的系统响应(当体积分数指数
+

在)

$752

&

$72!

*

区域时&系统表现为单周期运动&其中
+

&

$-2

时

图
1

!

+

&

!

时
+GTT:8

P

系统的周期运动

]:

P

71

!

I,0:'=.';:'8'T;A,+GTT:8

P

<

H

<;,.>;+

&

!

图
5

!

+

&

$-"4

时
+GTT:8

P

系统的混沌响应

]:

P

75

!

BA>';:-.';:'8'T;A,+GTT:8

P

<

H

<;,.>;+

&

$-"4

图
2

!

+

&

$-44

时
+GTT:8

P

系统的二倍周期运动

]:

P

72

!

I,0:'=F!.';:'8'T;A,+GTT:8

P

<

H
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&

$-44
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图
#

!

+

&

!-%"

时
+GTT:8

P

系统的三倍周期运动

]:

P

7#

!

I,0:'=F1.';:'8'T;A,+GTT:8

P

<

H

<;,.>;+

&

!-%"

图
3

!

M'(.,<F+GTT:8

P

系统体积分数指数
+

的分岔图

]:

P

73

!

@:TG0->;:'8'T;A,M'(.,<F+GTT:8

P

<

H

<;,.

6:;AW'(G.,T0>-;:'8:8=,\

系统的周期响应如图
"

所示(增大体积分数指数&

当
+

&

$-#2

时&图
4

中的相图上呈现四圈相套形

式&

I':8->0,

映射图则出现
5

个点组成的点集&说

明系统表现为典型的四倍周期响应(继续增大
+

&

从图
3

中可看出&系统的非线性动力响应十分复

杂&倍周期响应和混沌响应交替发生(如图
$%

所

示&当材料体积分数指数为
+

&

$-"2

时&时间历程

图不具有周期性&相轨迹十分杂乱&而
I':8->0,

映

射图表现为密集的一片黑点且呈现出精细的几何结

构&说明系统表现出明显的混沌运动(

为了更加深入地分析功能梯度圆板的动力响

应&图
$$

给出了圆板中心动应力随体积分数指数
+

的变化情况(其中&图
$$

"

>

#表示圆板中心最大动

应力随
+

的变化情况&图
$$

"

/

#表示圆板中心发生

图
"

!

+

&

$-2

时
M'(.,<F+GTT:8

P

系统的周期响应

]:

P

7"

!

I,0:'=.';:'8'T;A,M'(.,<F+GTT:8

P

<

H

<;,.>;+

&

$-2

图
4

!

+

&

$-#2

时
M'(.,<F+GTT:8

P

系统的四倍周期响应

]:

P

74

!

I,0:'=F5.';:'8'T;A,M'(.,<F+GTT:8

P

<

H
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&
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最大变形时动应力随
+

的变化情况(比较两图不难

看出&圆板在最大变形时其动应力并没有达到最

大&这主要是温度应力所致(结合图
3

可看出&当

系统进行周期或倍周期振动时&板内动应力的变化

是连续的&曲线十分平滑$当系统发生分岔或混沌

响应时&板内动应力出现大幅变化&呈现出应力跳

跃现象&系统混沌响应时这一现象尤为明显(从

图
$!

给出的应力时间历程可看出&系统周期响应

时圆板内应力变化十分规律&而混沌响应时板内应

力无规律性且不可预测(

图
$%

!

+

&

$-"2

时
M'(.,<F+GTT:8

P

系统的混沌响应

]:

P

7$%

!

BA>';:-.';:'8'T;A,M'(.,<F+GTT:8

P

<

H

<;,.>;+

&

$-"2

图
$$

!

圆板中心动应力随体积分数指数变化曲线

]:

P

7$$

!

&>0:>;:'8'T=

H

8>.:-<;0,<<>;;A,-,8;,0'T;A,-:0-G(>0

X

(>;,6:;A;A,W'(G.,T0>-;:'8:8=,\

图
$!

!

圆板中心动应力的时间历程图

]:

P

7$!

!

?:.,A:<;'0

H

'T;A,=

H
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X
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B

!

结
!

论

"

$

#功能梯度圆板所处的热环境对系统有重要

影响&可使圆板呈现出两种动力系统且表现出复杂

的分岔现象&而不考虑温度时则没有分岔现象

发生(

"

!

#热环境中功能梯度圆板随体积分数指数的

变化可使系统出现周期响应'倍周期响应和混沌

响应(

"

!

#功能梯度圆板中心处动应力在系统发生分

岔或出现混沌响应时出现大幅变动&且在混沌响应

时具有不可预测性(在实际应用中应当选取适当参

数以避免发生混沌响应&防止其发生难以预料的疲

劳破坏(
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