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复合材料全寿命范围 E -N 曲线方程与 S -N 曲线方程
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摘　要:　首先提出了两个新的复合材料全寿命范围的 E 2N 曲线方程与 S 2N 曲线方程,与过去的双参数和三参数曲

线公式相比,此二方程因均有四个参数而具有更好的物理性质; 然后采用相关系数最优法,分别给出了两个方程的参

数估计公式和求解方法,最后给出了该二方程的应用实例,通过实例发现: 两个方程均具有良好的拟合效果,且便于

实际应用。
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S -N EQUATION AND E -N EQUATION OVER ALL -L IFE

RANGE OF COM POSITE M ATER IAL
X ION G Jun2jiang

(R esearch Center of So lid M echan ics, Beijing U niversity of A eronau tics & A stronau tics, Beijing 100083, Ch ina)

Abstract: 　Tw o new equat ion s of the S 2N cu rve equat ion and the E 2N cu rve equat ion are p resen ted

in th is paper. T hese equat ion s are w ith fou r param eters, therefo re they have bet ter physica l

p ropert ies than tho se w ith tw o o r th ree param eters. By m ean s of the op t im izat ion m ethod of

co rrela t ion coeff icien t the param eter est im at ion fo rm u las and num erica l so lu t ion s of these equat ion s

are estab lished. F inally, tw o examp les of these equat ion s app lica t ion are given. F rom these

examp les, it is show n that the equat ion s are no t on ly of excellen t f it t ing effect, bu t a lso conven ien t

fo r app lica t ion.
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　　目前用作表征复合材料疲劳损伤扩展有割线模
量、剩余强度、应变、柔度、声发射量、裂纹密度、裂纹
长度等物理量,人们基于这些物理量提出了多种疲
劳损伤模型。Yang 和L iu [1 ]在分析疲劳实验数据的
基础上,提出了剩余强度模型: dR (n ) ödn= - f (S ,

Ξ, r) ö[ cR
c- 1 (n ) ]。R adhak rishnan [2 ]提出了强度衰

退模型: R (n) = R (n0) - Βc
ks

b (n1- n0) ,式中 R (n)为
剩余强度, Β, c 为二参数W eibu ll分布参数, b, k 为
待定常数。由于复合材料损伤演化可以采用剩余刚
度来描述。Yang 等[3 ]给出了疲劳损伤刚度衰退模
型: dE (n ) ödn= - E (0)Q Χn

Χ- 1。T sai[4 ]提出了模量
损伤模型: dD ödN = A [ ∃ΡöE (1- D ) ]B ö(1- Ρm axö
E fΕf ) ,式中 E = E 0 (1- D ) C , A、B、C 为材料常数,

E f、Εf 分别为断裂时的模量和应变。W h itw o rth [5 ]提
出了另一模量损伤模型: dE (N ) ödN = - Βf

Α[ E

(0) , S ]ö[ΑE
Α- 1 (N ) ],式中 E (N )为剩余模量; E (0)

为初始模量; N = nöN
3 ,N

3 为应力变程 S 对应的破
坏循环数; Α、Β为待定常数。Hw ang 和H an [6 ]采用广
义三参数递降模型描述疲劳模量递降率 dE ödn =

A Cn
C - 1ö[B (E

B - 1 ) ], 式中, A、B、C 为材料常数。
T alreja [7 ]针对层间分层等单一裂纹情况,用D 表示
其特征尺寸, 剩余强度模型取为幂函数形式 R =

ΑD - 1ö2, 损伤增长速率 (裂纹尺寸增长速率)方程采
用了断裂力学裂纹扩展速率的 Paris公式形式 dD ö
dN = ΒD

nö2, 然后利用此二式得到单一裂纹形式下
的剩余强度衰退模型: dR ödN = - Χ(1öR ) n- 3,式中
Χ= Βö[ 2 (Α) n- 2 ]。虽然纤维增强树脂基复合材料与
金属材料有完全不同的疲劳破坏机理, 但 S 2N (应
力2寿命)曲线仍是复合材料层压板疲劳性能主要表
征形式之一。实验表明,试验 S 2N 曲线关系通常遵
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循经典幂指数规律, 可表示为[7～ 10 ]
N S

m = C 和

Basqu in 幂函数方程 Ρa = Ρf (2N ) b, 式中m、C 和 b

为材料待定常数。Hw ang 和H an [6 ]提出了一双参数

S 2N 曲线公式: N = [B (1- S ) ]1öc,式中 c、B 为材料

常数; S 为加载应力与强度极限之比。R eifsn ider 和

Jen [11 ]采用方程 S öΡb = a + bö( log N ) Α表征复合材

料疲劳 S 2N 曲线,式中, a、b和 Α为材料常数, Ρb 为

材料强度极限。从上面的综述可以看出,前人在表征

复合材料疲劳性能 S 2N 曲线与 E 2N 曲线方面做了
大量的工作,但还存在以下问题: (1)大多数方程的

参数估计未能合理建立; (2)已给出的 S 2N 曲线与
E 2N 曲线方程要么过于简单,忽略了某些影响疲劳

损伤的物理参量,要么过于复杂,参数太多,从而无

法对其进行合理估计。基于以上考虑,本文中分别提

出了两个新的较合理而又便于使用的 S 2N 曲线与
E 2N 曲线方程,并给出了其参数估计公式。

1　全寿命范围 E -N 曲线模型
　　大量的文献表明[1～ 6, 12, 13 ]:复合材料由于疲劳损

伤而导致强度下降,其剩余强度 E (n)为疲劳应力循

环次数 n 的单调减函数,因此,可采用类似经验疲劳

理论的函数式表征复合材料随时间变化的剩余强度

E (n)
dE (n) ödn = - f - 1 (S , Ξ, R ) ö[cE c- 1 (n) ]

式中: f (S , Ξ, R )为最大循环应力 S ,加载频率 Ξ和
应力比R 的函数, c为材料常数。上式与文献[ 1 ]中

剩余强度模型相近。根据上式,剩余强度模型还可写

为
dE (n) ödn = - f - 1 (S , Ξ, R ) ö

{m [E (0) - E (n) ]m - 1}

式中: E (0)为强度极限,m 为材料常数。对上式进行

积分,得到

n = f (S , Ξ, R ) [E (0) - E (n) ]m

上式即为剩余强度 E 2疲劳应力循环次数 n 关系曲

线方程 (简称 E 2n 曲线)。通常给定应力比R 和频率

Ξ下测定 E 2n 曲线,那么, f (S , Ξ, R ) = f (S ) ,于是,

由上式可得

n = f (S ) [E (0) - E (n) ]m (1)

根据 S 2N 曲线规律,我们知道: 疲劳寿命随应力大

小而单调下降,即施加应力越大,疲劳寿命越短,且

S 2N 曲线常采用幂函数式表示: S
k
N = C , 即 N =

CS
- k , 因此, 式 (1)中 f (S )可取为 f (S ) = CS

- k , 将

f (S )代入式 (1)后,得到

n = CS - k [E (0) - E (n) ]m

式中: C , m , k , E (0)为材料常数, 其中 E (0)为强度

极限。对上式取对数,得 y = a1+ a2x 1+ a3x 2,式中: y

= lgn , a1= lgC , a2 = - k , a3 = m , x 1 = lgS , x 2 = lg [ E

(0) - E (n) ]。根据数理统计学中的相关系数优化方

法,材料常数 E (0) , a1, a2 和 a3 可由下面诸式求得

a1 = yθ - a2xθ1 - a3xθ2 (2)

a2 =
L 12L 20 - L 22L 10

L 12L 21 - L 11L 22
(3)

a3 =
L 21L 10 - L 11L 20

L 12L 21 - L 11L 22
(4)

Q [E (0) ] = ∑
l

i= 1

(y i - a1 - a2x 1i - a3x 2i) 2 (5)

式中Q [E (0) ]为残差平方和函数,且

yθ =
1
l∑

l

i= 1
y i, xθ1 =

1
l∑

l

i= 1
x 1i, xθ2 =

1
l∑

l

i= 1
x 2i

L 11 = ∑
l

i= 1

(x 1i - xθ1) 2,L 22 = ∑
l

i= 1

(x 2i - xθ2) 2

L 12 = ∑
l

i= 1

(x 1i - xθ1) (x 2i - xθ2) , L 21 = L 12

L 10 = ∑
l

i= 1

(x 1i - xθ1) (y i - yθ)

L 20 = ∑
l

i= 1

(x 2i - xθ2) (y i - yθ)

令 E (N i)和N i 分别表示任一试验数据点对应的剩

余强度和寿命。式 (2)至式 (4)均为常数 E (0)的函

数, 因此,首先要由式 (5)取极限求出 E (0) ,然后再

通过式 (2)至式 (4)求得 a1、a2 和 a3。式 (5)较复杂,

需要搜索法数值求解: 首先确定 E (0) 的取值区间,

E (0)∈[Em ax, Em ax+ ∃ ], 其中 Em ax= m ax{E (N 1) ,

E (N 2) ,⋯, E (N l) }, ∃ 为给定一有限值, E (N i) ( i=

1, 2,⋯, l)为试验数据点剩余强度; 然后,给定 E (0)

一初值和步长,采用搜索法,搜索 E (0)所在区间内

残差平方和函数Q [ E (0) ]最小时对应的 E (0)值。

于是,变换式 (2)至式 (4) ,得到

C = 10 (yθ- a2xθ1- a3xθ2)

k = -
L 12L 20 - L 22L 10

L 12L 21 - L 11L 22

m =
L 21L 10 - L 11L 20

L 12L 21 - L 11L 22

2　全寿命范围 S -N 曲线模型
　　以往的中、长寿命区 S 2N 曲线常采用三参数幂
函数公式: N (S m ax - S 0 ) m = C 或 S m ax = S ∞·

1+
A
N Α 拟合,式中 S 0、m、C、A、Α和 S ∞均为待定常
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数,且它们之间存在以下关系: C = (A ·S ∞) 1öΑ, m =

1öΑ, S 0= S ∞。显然,此式不能用于短寿命区疲劳寿

命估算。文献[ 11 ]中给出的S 2N 曲线方程虽然包含
了短寿命区,但其方程的参数难于估计。为此,对上

面 S 2N 曲线三参数幂函数公式进行修正,可以得到

一新的四参数模型

S u - S 0

S - S 0
= 10C ( lgN )m

(6)

式中: S 0、m、C 和 S u 为材料常数,其中m 为形状参

数, S 0 为拟合疲劳极限, S u 为拟合屈服极限。方程

(6)具有如下物理性质: (1)当N = 1时, S = S u。 (2)

当N = ∞时, S = S 0。 (3)疲劳寿命N 随疲劳应力 S

变大而缩短, S 越大,N 越短。为估计式 (6)参数,对

式 (6)取二次对数, 得 y = a+ bx , 式中, y = lg lgN ,

a = - lgC öm , b= 1öm , x = lg [ lg (S u - S 0) - lg (S -

S 0 ) ]。根据数理统计知识,材料常数 S 0、m、C 和 S u

可由下面诸式求得:

b = L x y öL x x (7)

a = yθ - xθL x y öL x x (8)

r (S u, S 0) = L x y ö L x xL y y (9)

式中, r (S u , S 0)为线性相关系数函数,且

xθ =
1
l∑

l

i= 1

x i yθ =
1
l∑

l

i= 1

y i

L x x = ∑
l

i= 1

x 2
i -

1
l ∑

l

i= 1

x i

2

L y y = ∑
l

i= 1
y 2

i -
1
l ∑

l

i= 1
y i

2

L x y = ∑
l

i= 1
x iy i -

1
l ∑

l

i= 1
x i ∑

l

i= 1
y i

由式 (7)和式 (8)可确定材料常数m 和 C ,但它们均

为材料常数 S 0 和 S u 的函数,因此,首先要由式 (9)

取极限求出 S 0 和 S u,然后再通过式 (7)和式 (8)求

得m 和 C。根据线性回归理论的相关系数优化方

法,由式 (9)求解 S 0 和 S u 的过程如下: 首先确定 S 0

和 S u 的取值区间, S 0∈[ 0, S 0 m in) , S u∈ (S u m ax , Ρ0. 2 ],

其中 S 0 m in= m in{S 1, S 2,⋯, S l}, S u m ax= m ax{S 1, S 2,

⋯, S l}, S i ( i= 1, 2,⋯, l)为试验数据点疲劳应力; 然

后,给定 S u 一初值,再给定 S 0 一初值和步长,采用

搜索法,搜索 S 0 所在区间内线性相关系数 r (S u , S 0)

最大时对应的 S 0 值; 再给定一步长,自动选取一 S u

值,并将其作为新的初值,重复上面的搜索步骤,记

录线性相关系数 r (S u , S 0)最大时的 S 0 和 S u 数值;

如此往复计算,便可计算出所有 r (S u , S 0)的最大值,

及其对应的 S 0 和 S u 值。

3　应用实例
　　例 1　约有 33 个碳纤维增强复合材料试样用

于该材料剩余强度试验, 试样为光滑的 (0, 90, ±

45) S 板。这些试样中大约有 12个试样用于静强度

试验,其试验数据如表 1; 21 个试样用于疲劳试验,

其试验数据如表 2和图 1所示[1 ]。

　　　　　　　表 1　试样静强度试验数据　Table 1　Ultimate strength test data of spec imen s　　　　　　　M Pa

Specim en N o. U ltim ate strength Specim en N o. U ltim ate strength Specim en N o. U ltim ate strength

1 435. 4863 5 500. 8176 9 552. 0261
2 457. 2772 6 517. 5331 10 560. 7976
3 495. 8112 7 536. 1174 11 563. 6801
4 498. 7281 8 540. 0549 12 580. 3129

表 2　疲劳试验数据　　　 Table 2　Fatigue test data

M axim um stress

S m axöM Pa

Stress cycles

nöcycles

Residual strength

E (n) öM Pa

M axim um stress

S m axöM Pa

Stress cycles

nöcycles

Residual strength

E (n) öM Pa

441. 9038 1650 441. 9038 363. 9208 18790 363. 9208
441. 9038 1950 441. 9038 363. 9208 3840 363. 9208
441. 9038 1320 441. 9038 348. 3242 161000 348. 3242
415. 9095 2050 415. 9095 348. 3242 110000 348. 3242
389. 9152 50980 389. 9152 337. 9265 523500 337. 9265
389. 9152 6480 389. 9152 337. 9265 863200 337. 9265
363. 9208 155000 363. 9208 322. 3299 1346300 322. 3299
363. 9208 228500 363. 9208 337. 9265 1007000 337. 9265
363. 9208 88000 363. 9208 376. 9180 30000 376. 9180
363. 9208 117580 363. 9208 376. 9180 30000 376. 9180
363. 9208 228700 363. 9208 376. 9180 30000 376. 9180
363. 9208 221200 363. 9208 376. 9180 30000 376. 9180
363. 9208 310000 363. 9208
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表 3　S2ö5208 玻璃环氧复合材料疲劳试验数据

Table 3　Fatigue test data of S2ö5208 epoxy glass composite mater ia l

Specim en N o.
M axim um stress

S m axöM Pa

Fatigue life

N öcycles
Specim en N o.

M axim um stress

S m axöM Pa

Fatigue life

N öcycles

1 2082. 5449 1 15 758. 5428 7290

2 2048. 0657 1 16 758. 5428 6750

3 2020. 4823 1 17 586. 1467 74250

4 1979. 1072 1 18 586. 1467 67490

5 1330. 8979 153 19 586. 1467 36210

6 1289. 5228 267 20 586. 1467 49800

7 1296. 4187 319 21 482. 7091 138180

8 1344. 6896 436 22 482. 7091 93880

9 965. 4182 1630 23 482. 7091 224630

10 965. 4182 1330 24 482. 7091 55780

11 965. 4182 1760 25 379. 2714 1122310

12 965. 4182 1220 26 379. 2714 213960

13 758. 5428 10200 27 379. 2714 464810

14 758. 5428 9000 28 379. 2714 211800

图 1　全寿命范围 E 2N 曲线

F ig. 1　A ll2life range E 2N curve

图 2　全寿命范围 S 2N 曲线

F ig. 2　A ll2life range S 2N curve

　　采用本文方法,回归出 E 2N 曲线方程为
N = 4. 2084504× 1065S - 24. 5628871 [519. 88687 - E (N ) ]0. 96766

由上式得到给定 S m ax= 441. 90 M Pa 的 E 2N 曲线方

程 (如图 1所示)为

N = 4. 438484× [ 519. 88687 - E (N ) ]0. 96766

S m ax = 363. 92 M Pa 的 E 2N 曲线方程 (如图 1 所示)

为

N = 522. 87645× [ 519. 88687 - E (N ) ]0. 96766

S m ax = 337. 93 M Pa 的 E 2N 曲线方程为 (如图 1 所

示)

N = 3228. 10629× [ 519. 88687 - E (N ) ]0. 96766

　　例 2　S2ö5208玻璃纤维增强单轴拉2拉疲劳试
验数据如表 3和图 2所示,试验采用应力比R = 0. 1

的恒定载荷,施加频率为 3 H z的正弦波,试样取自

含体积比为 68. 3 %纤维的单一板[9 ]。

　　采用本文方法, 回归出 4 参数 S 2N 曲线方程
(图 2所示)为

1795. 922576
S - 236. 627438

= 105. 102072×10- 2× ( lg N ) 1. 73534266

4　结　 论
　　 (1) 提出了新的复合材料全寿命范围的 E 2N
方程与 S 2N 方程,此二方程因均有四个参数,而具

有比过去的双参数和三参数曲线公式更明确的物理

意义。

　　 (2) 采用相关系数最优法分别给出了两个方程

的参数估计公式和求解方法。

　　 (3) 给出了该二方程应用实例,通过实例发现:

两个方程均具有良好拟合效果,且便于实际应用。
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