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含矩形内部分层的复合材料层板的
状态分解-片条合成能量解法
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摘　要　根据叠加原理将含有矩形内部分层的层板在横向载荷作用下的受力状态进行分解,从而

将分层问题归结为在分层表面上的附加剪切载荷作用下层板附加位移与附加应力的分析,并据此

建立了一个仅包含分层区的力学模型。进而在层板分层区中切取平行于边界的切片,将切片视为

含分层的层合梁,其位移模态以相应层合梁的附加位移模态来表示。这样,可构造层板分层区内满

足位移边界条件的位移场。最后,应用最小势能原理确定位移幅值的闭合解。计算结果表明,挠度

幅值远远大于中面位移幅值,且与由双三角级数能量解法所得挠度幅值吻合很好。
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　　层间分层是复合材料层合结构的一种重要的破坏形式,这方面的研究工作已经广泛开展

并正在不断地深入。

　　如果将分层看作层间裂纹,则可在界面断裂力学范畴内进行研究。自W illiam s[1 ]以来,已

有许多学者对界面裂纹尖端场、应力强度因子等问题进行了研究。这些工作一般仅局限于两种

不同材料的半无限大平面间的界面裂纹问题[2～ 4 ],以及含层间穿透分层的复合材料层板、层合

梁的分层问题[5～ 7 ]。对于含有内部分层的问题,即三维分层问题,目前的研究工作还不多见。

　　三维分层问题的研究对于发展界面断裂力学有重要的理论意义,对工程结构的损伤容限

设计有很大的工程应用价值。本文针对矩形分层问题,通过分解层板的受力状态,将分层的产

生与扩展归结为分层表面受剪切载荷的状态。再用层合梁的位移解答表示层板内各片条的位

移,并据此构造层板的位移模态。最后,应用最小势能原理确定位移参数的闭合解。

1　层板分层力学模型的简化
1. 1　层板受力状态的分解

　　以四边简支复合材料四层板为例,铺层上下对称,受横向分布载荷作用。在外层与内层间

存在上下对称的矩形分层区,分层区边界平行于板边界,边长为 2a、2b,外层、内层厚度分别为

2t1 与 t2。如文[ 9 ]图 1所示建立 oxy z 坐标系,原点 o位于两分层区中心连线与层板上下对称面

的交点处, x oy 平面平行于分层表面, x、y 轴平行于分层区的两边。本文仍采用 [ 9 ] (p 113～

p 114)的方法,将层板的受力状态分解为对称与反对称状态。通过在分层表面施加剪切载荷,



图 1　分层力学模型

F ig. 1　T he m echan ical model of delam ination

将反对称状态分解为无分层状态与附加分层状

态 (< Β2> 状态)。容易看出,分层的产生与扩展

与对称状态、反对称状态中的无分层状态无关。

于是,在考虑板受横向分布载荷的分层问题时,

就只需研究附加分层状态< Β2> 。

1. 2　分层力学模型

　　假设未分层区沿全部厚度服从直法线假设,

而分层区的每一层各自服从直法线假设。由于

< Β2> 状态中的层板仅在分层上下表面受到自

相平衡的剪切载荷作用,所以未分层区可被视为

刚体,其与分层区的交界面相当于固定支座。可见,仅在分层区内存在附加位移。将分层区取

出,建立力学模型如图 1所示 (为方便,仅画出 x oz 剖面)。

2　附加位移模态的建立
　　在层板分层区中任取出与坐标平面 x oz 或 y oz 平行、厚度为无限小的切片,则分层区内板

的位移模态可近似地用切片的位移来模拟。切片受到两个互垂方向 (纵向、横向)的剪切载荷作

用。假设切片的变形服从平面假设与单向受力假设,则可将切片看成层合梁,按工程梁理论求

解其位移。

2. 1　切片附加位移解答

　　在图 1中,取平行于 x z 平面的切片。首先分析在分层表面上受到该切片平面内的纵向剪

切载荷 Σx = Κm x
- m
作用的情况,如图 2 (a)所示。文[ 8 ]根据工程梁理论求出了第一层中面的面内

位移 u 10 (x )与切片的挠度w (x )

u 10 (x ) =
Κm a2

2t1E 1 (m + 1) (m + 2) [x
- m + 2

- x
-

] (1)

w (x ) =
3 ( t1 + t2)

2t3
1E 1 + t3

2E 2

Κm a3

2 (m + 2) (m + 3) 1 -
m + 3
m + 1

x
- 2

+
2

m + 1
x
- m + 3

(2)

式中, x
- = x öa 为无量纲坐标, a 为切片的半长。可见,切片平面内的纵向剪切载荷引起切片分

层段的挠度与第一层的中面位移。

(a) 切片平面内的纵向剪切载荷　　　　　　　　　　　 (b) 垂直切片平面的横向剪切载荷

(a) L ongitudinal shear loading in a slice　　　　　　　　 (b) T ransverse shear loading in a slice

图 2　切片的两种受力状态

F ig. 2　Two loading states in a slice

　　其次,分析切片在分层表面受垂直切片平面的剪切载荷 Σy = Λnx
- n
作用的情况,如图 2 (b)

所示。在 Σy 作用下,该切片的第一层产生弯曲变形 v (x )。由梁的四阶微分方程与边界条件可

得:
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v (x ) =
Λn

E I z

b4

2 (n + 1) (n + 3) (n + 4) 1 -
n + 4
n + 2

x
- 2

+
2

n + 2
x
- n+ 4

(3)

　　可见,垂直切片平面的横向剪切载荷仅引起切片第一层垂直切片平面的横向位移。对层板

而言,这一位移就是外层中面位移。

　　以上两方面的分析对 y 方向切片同样适用。

2. 2　层板分层区附加位移模态

　　分层表面的附加剪切载荷 Σz x (x , y )和 Σz y (x , y )总可表示为幂级数形式。设其通项为:

Σz x (x , y ) = Κm p x
- m

y
- p

, Σz y (x , y ) = Λnqx
- n

y
- q
　　m , n , p , q = 0, 1, 2,⋯ (4)

式中, Κm p , Λnq为已知剪切载荷系数, x
-

= x öa , y
-

= y öb为无量纲坐标。

　　在图 1 所示的状态中,过原点 (0, 0)取 x 方向切片,该切片的挠度w (x , 0)可由式 (2)构

造,其幅值就是原点处的挠度w 0;再过点 (x , 0)取 y 方向切片,在此切片中挠度最大值为w (x ,

0)。于是,分层区内任一点的位移可表示为:

w (x , y ) = w 0 1 -
m + 3
m + 1

x
- 2

+
2

m + 1
x
- m + 3

1 -
n + 3
n + 1

y
- 2

+
2

n + 1
y
- n+ 3

(5)

　　容易看出,先取 y 方向切片、再取 x 方向的切片,可得到与上式相同的结果。

　　下面构造层合板分层区的面内位移模态。

　　首先过原点 (0, 0)取 x 方向切片,根据式 (1)构造此切片第一层中面的面内位移 u 10 (x , 0)。

再过 (x , 0)点取 y 方向切片,该切片的弯曲位移模态由式 (3)给出,其幅值等于 u 10 (x , 0)。于

是,分层区内外层中面上任一点 (x , y )的 x 方向位移为:

u 10 (x , y ) = u 0 (x
-

- x
- m + 2

) 1 -
n + 4
n + 2

y
- 2

+
2

n + 2
y
- n+ 4

(6)

同理,分层区内第一层中面上任一点 (x , y )的 y 方向位移为:

v 10 (x , y ) = v 0 (y
- - y

- n+ 2
) 1 -

m + 4
m + 2

x
- 2

+
2

m + 2
x
- m + 4

(7)

这里, u 0、v 0 为待定位移参数。

　　由于模型为双对称的,所以仅给出上述第一象限内的位移就足够了。

　　在小变形、无剪切变形的条件下,第一、二两层面内位移为:

u 1 (x , y , z ) = u 10 -
5w
5x

(z - t1 - t2) ,　v 1 (x , y , z ) = v 10 -
5w
5y

(z - t1 - t2)

u 2 (x , y , z ) = -
5w
5x

z ,　　　　　　　　v 2 (x , y , z ) = -
5w
5y

z

(8)

　　至此,我们构造了以 u 0, v 0,w 0 表示的对应于式 (4)载荷状态的分层区内的位移模态。此位

移模态满足分层区边界条件。

3　附加位移幅值的能量解法
　　在线弹性条件下,各层的应变与应力分量表示为:

Ε(k )
ij = r

(k )
ij (x , y ) u 0 + s

(k )
ij (x , y ) v 0 + t

(k)
ij (x , y , z )w 0 (9)

Ρ(k )
ij = c

(k )
ijp qΕ(k)

p q (10)

式中, k= 1, 2表示层号。将式 (8)代入几何方程可确定函数 r
(k)
ij (x , y ) , s

(k)
ij (x , y ) , t

(k)
ij (x , y , z )。

　　分层区内层板的应变能与外力势能为 (只考虑第一象限) :
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U =
1
2∑

2

k= 1∫vk

Ρ(k )
ij Ε(k )

ij dv k (11)

V = -∫A {Σz x (x , y ) [u 1 (x , y , t2) - u 2 (x , y , t2) ] +

Σz y (x , y ) [v 1 (x , y , t2) - v 2 (x , y , t2) ]}dA (12)

式中, v k 为分层区内各层板在第一象限内的体积,A 为分层区在第一象限内的面积。

　　根据最小势能原理 ∆(U + V ) = 0可得关于待定位移参数的线性方程组。求解得:

u 0 =
B 1A 22 - B 2A 12

A 11A 22 - A 12A 12
,　　v 0 =

B 2A 11 - B 1A 12

A 11A 22 - A 12A 12
,　　w 0 =

B 3

A 33
(13)

式中的系数可根据应变、应力表达式直接积分而得其解析解。可见,位移参数的解是闭合的。

　　根据上述闭合解,由式 (5)～式 (7)可得位移模态的闭合解,并进一步确定其它力学参量。

4　算　　例
　　设正交复材四层板材料为石墨ö环氧,铺设角为[ 0°ö90°ö90°ö0°], 0°层纤维沿 y 方向。材料

常数如下: E 1= 53. 74 GPa, E 2= 17. 95 GPa, Μ12= 0. 25, G 12= 8. 626 GPa。载荷取常数项: Σz x =

Σz y = 1M Pa,计算不同情况下的附加位移。同时,利用[ 9 ]所给出的双三角级数能量法进行计算

并比较两者的结果。

　图 3　分层区挠度随长宽比的变化　　　　　　　　　　图 4　分层区第一层中面位移随长宽比的变化

　　F ig. 3　D eflection w 0 w ith respect to aspect　　　　　　　F ig. 4　M iddle p lane disp lacem ents w ith respect to

　　　　ratio of delam ination zone　　　　　　　　　　　　　　aspect ratio of delam ination zone

4. 1　附加位移随分层区长宽比的变化

　　保持分层区面积不变 (ab= 400 mm 2) ,两层厚度取为 2t1= t2= 1. 0 mm. 由片条合成能量

解法与双三角级数能量法计算所得 (0, 0)点处的挠度w 0 以及外层在 (aö2, bö2)点处的中面

位移 u 10与 v 10示于图 3和图 4。图中“p t”与“sj”分别表示上述两种方法,w 0 取负值表示挠度沿2
z 方向。结果表明:分层区挠度幅值远远大于中面位移; 两种方法所得挠度幅值的相对误差一

般小于 1% ,最大不超过 5% ;两中面位移的误差要大一些,但分层区表面的面内位移的相对误

差要小一些,对断裂力学参量的影响可不计。

4. 2　附加位移随各层厚度比的变化

　　保持第一、二层总厚度不变: 2t1+ t2= 2. 0 mm ,分层区的半长、宽分别为 a= b= 20 mm ,由

上述两种方法计算所得 (0, 0)点处的挠度w 0 及 (aö2, bö2)点处的面内位移 u 10与 v 10示于图 5

和图 6。可以看出,两种方法所得挠度吻合很好,误差小于 1% ;中面位移同样比挠度小 1～ 2个
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数量级。

图 5　分层区挠度随厚度比的变化　　　　　　　　　　图 6　分层区第一层中面位移随厚度比的变化

F ig. 5 D eflection w 0 w ith respect to th ickness ratio　F ig. 6 M iddle p lane disp lacem ents w ith respect to th ickness ratio

5　结　　论
　　 (1) 分层区的挠度要比两中面位移大 1～ 2个数量级;

　　 (2) 两种方法所得分层区挠度幅值非常接近,表明片条合成能量法具有足够的精度;

　　 (3) 片条合成能量法可以给出附加位移的闭合解。该方法可用于分析含分层层合结构的

断裂与稳定问题,为这类结构的损伤容限设计提供参考性依据。
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M ETHOD OF STATE D ECOM POSITION AND SL ICE COM POSITION ON

RECTANGULAR D ELAM INATION IN COM POSITE LAM INATE

M eng Q ingchun　　H u W eip ing　　Zhang X ing
(D ivision 508, Beijing U niversity of A eronau tics and A stronau tics, Beijing 100083)

Abstract　　T he tran sverse loading sta te of a lam inate w ith rectangu lar delam inat ion s is d i2
vided u sing the p rincip le of superpo sit ion, so that the p rob lem of delam inat ion can be re2
duced to the analysis abou t the addit ional d isp lacem en ts and stresses w h ich are cau sed by the

addit ional shear loading act ing on the delam inat ion su rfaces; then a simp le m echan ics model

abou t delam inat ion area is estab lished. T he lam inate sect ion s para llel to the boundary of de2
lam inat ion area can be regarded as lam inated beam s w ith delam inat ion s, the disp lacem en ts of

w h ich can be exp ressed by the analyt ica l so lu t ion s of addit ional d isp lacem en ts in the above

beam s. By th is w ay, the addit ional d isp lacem en t f ields sa t isfying the disp lacem en t boundary

condit ion of delam inat ion area can be estab lished. F inally, a clo sed fo rm so lu t ion of addit ion2
al d isp lacem en ts is ob ta ined by the p rincip le of m in im um po ten t ia l energy. T he above resu lts

are compared w ith the convergen t so lu t ion s ob ta ined by the m ethod of t rigonom etric series.

It show s that the deflect ion s acqu ired from tw o differen t w ays are m uch greater than the

m iddle p lane disp lacem en ts and agree w ith each o ther very w ell.

Key words　　compo site lam inate, delam inat ion, addit ional sta te, m ethod of slice compo si2
t ion
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2　纺织技术
　　与前面介绍的R TM 成型技术的开发同时,进行了高效制造预形件的纺织技术开发。如图
11所示,在R TM 成型的成本中,花在预形件制作上的比例较大[16 ]。纺织技术则提供了自动、
快速制作预形件的技术。纺织技术可如下分类:

图 10　FRT P 的压制成型[12 ]

　　① 缝合:把织物重叠加以缝合制成预形件。
　　② 三维织物:不仅平面内而且面外方向上也有丝排列的织物。
　　③ 二维编织 (编带) :指通过相互改变单向排列纱的排列顺序而得到的带状原料形态。所
有的纱都不被切断而相互交叉地斜向走向。有板状和中空状,特点是制造速度快 (图 12) [17 ]。
　　④ 三维编织: 按必要的断面形状配置许多纱筒,通过纱筒的反复复杂移动而制成异形壁
厚断面的编带。纱在内部呈斜向立体交叉。

(下转第 139页)
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