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摘　要　本文利用 von Karm an 非线性薄板理论,求解了复合材料中有横向纤维搭桥作用的圆形

薄膜脱层的后屈曲问题,获得了桥联脱层均匀扩展的能量释放率和断裂韧性。通过大量的计算和

分析得到一个重要结论: 搭桥纤维的存在不仅对脱层的初始扩展起到了增韧作用,而且避免了脱

层扩展的灾难性。同时定量地给出了搭桥作用对脱层初始扩展的增韧程度,并且确定了桥联脱层

扩展稳定与不稳定的分区,对不稳定脱层还给出了失稳扩展的范围及动态效应的估计。
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　　低速冲击等原因造成的复合材料层合结构中脱层问题的研究具有重要的理论意义和实用

价值[1 ]。迄今,人们针对自由面脱层 (无搭桥)问题,进行了大量的实验研究和理论分析,取得了

很多有意义的成果[2～ 5 ]。从复合材料层结构优化设计出发,一个从根本上改善脱层结构受力性

能的可行办法是沿厚度方向铺设横向约束纤维,组成所谓三向纤维复合材料结构 (3D Com 2
po sites) ,由于脱层面上未断纤维的搭桥作用,有效地提高了脱层的抗屈曲能力[6, 7 ] ,并避免脱

层在屈曲后失稳扩展的灾难性[8 ] ,从而大大地改善了结构的受力性能,提高结构的剩余强度和

使用寿命。

　　目前,随着3D 复合材料的广泛应用,桥联脱层问题已经引起了人们的注意。Cox 利用梁的

小挠度理论分析了一维穿透薄膜脱层的屈曲问题[6 ]。在文献[ 7 ]中,我们考虑了一个桥联脱层

的二维模型,即圆形薄膜脱层,利用 von Karm an 非线性薄板理论,求解了脱层的轴对称屈曲

和后屈曲问题,分析了横向纤维搭桥作用对脱层屈曲和后屈曲性能的影响,得出了一些有意义

的结论。文献[ 8 ]确定了桥联脱层均匀扩展的断裂准则。在此基础上,本文进一步考虑搭桥纤维

弹性系数变化对脱层扩展的增韧以及对脱层扩展稳定性的影响。

　　在本文的讨论中,为了突出问题的重点,并减小数学求解的难度,采用与文献[ 6, 7 ]相同的

近似假定,即3D 复合材料是横观各向同性弹性材料,搭桥纤维也是理想弹性,并假定局部脱层

处在均匀的平面压应力场作用下,脱层扩展是定常的,并且沿着脱层面均匀自相似扩展。

1　伴随定常扩展的脱层后屈曲控制方程
　　设复合材料结构最外边层间界面出现一圆形薄膜脱层,当面内轴对称压力达到一定值后,

脱层受压屈曲,并且在后屈曲的某一状态会进一步扩展。脱层屈曲的同时,脱层面上将产生横



向纤维搭桥恢复力作用 (图1)。假设纤维均布于脱层面上,且其直径远小于脱层半径,这种搭桥

图1圆形薄膜脱层

F ig. 1　C ircu lar th in2film delam ination model

作用力就可以被简化成连续分布于板面的横向

拉力 q (r) ,可表示为[6 ]

q (r) = Αw (r) (1)

式中w (r)为屈曲后脱层的挠度, r是径向坐标, Α
为搭桥纤维的等效弹簧系数。根据问题的轴对称

性,脱层板内的轴向压力 P 仅为 r 的函数。我们

在文[ 7 ]中作如下代换

Υ(r) = w ′(r) ör (2)

并取无量纲参数

Ν=
r
a

, p (Ν) =
a2

D
P (r) ,

Ω(Ν) = [ 6 (1 - Μ2) ]
1
2 a2 Υ(r)

h
,

w{ (Ν) = [ 6 (1 - Μ2) ]
1
2 w (r)

h
,

Αλ =
a4

D
Α

(3)

得到了有搭桥脱层后屈曲的无量纲控制方程和定解条件

Ν- 3 (Ν3Ω′) ′+ p Ω= - ΑλΝ- 2∫
Ν

0
w{ (Ν) Νd Ν (4a)

Ν- 3 (Ν3p′) ′= Ω2 (4b)

p′(0) = Ω′(0) = Ω(1) = 0 (5a)

p′(1) + (1 - Μ) p (1) =
12 (1 - Μ2)

h 2 a2Ε0 (5b)

式 (3)中, D = E h
3ö[ 12 (1- Μ2) ], E、Μ分别为材料的 Young 模量和 Po isson 比, a、h 分别为

脱层半径和厚度,式 (4)和 (5)中“′”表示对无量纲脱层半径求 Ν导数, Ε0为远离脱层的均匀应

变。

　　式 (5b) 可改写成 aλ2
0Ε0 =

1
Φ2 [p′(1) + (1 - Μ) p (1) ] (6)

式中 aλ0 = [ 12 (1 - Μ2) ]
1
2 a0

h
,　Φ=

a
a0

(7)

其中 a0为初始脱层半径。

　　对任意的应变场 Εx = Εy = Ε0和脱层半径 a ,由方程 (4)、 (5)可以求出脱层的后屈曲解,因此

可确定脱层定常扩展的后屈曲解。

2　脱层扩展准则及其无量纲化
　　脱层在后屈曲的扩展准则为[8, 9, 10 ]　　　　　　　　G = # (Ω, ∃G

c
1) (8a)

其无量纲式为　　　　　　　　Gϖ= #ϖ (Ω, ∃Gϖc
1) (8b)

其中, G 和 # (Ω, ∃G
c
1)分别为脱层扩展的能量释放率和考虑搭桥恢复力对材料增断韧后的断

裂韧性, Ω和 ∃G
c
1分别为脱层裂纹的混合度和搭桥作用力对材料É 型断裂韧性的增值。文献

[ 8 ]给出如下关系
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Gϖ =
aλ4

0

E h
G =

1
Φ4

1 + Μ
2 (1 - Μ) [p ′(1) ]2 + [Ω′(1) ]2 (9)

#ϖ (Ω, ∃Gϖc
1) =

aλ4
0

E h
# (Ω, ∃G c

1) = (Gϖc
1 + ∃Gϖc

1) [ 1 + (Κ- 1) sin2 Ω]- 1 (10)

Ω= tan - 1 K II

K I
= tan - 1

0. 558
1 - Μp′(1) - 1. 503 6 (1 - Μ2) Ω′(1)

0. 434
1 - Μp′(1) + 1. 934 6 (1 - Μ2) Ω′(1)

(11)

∃Gϖc
1 =

aλ4
0

E h
∃G c

1 =
Αλ

Φ4 = [w{ (0) ]2,　Gϖc
1 =

aλ4
0

E h
G c

1,　Gϖc
2 =

aλ4
0

E h
G c

2 (12)

Κ= (G c
1 + ∃G c

1) öG c
2 (13)

上述诸式中G
c
1和G

c
2分别表示材料的É 型和Ê 型断裂韧性。对于典型的碳纤维2环氧树脂复合

材料有G
c
1öG

c
2= 0. 3。

3　数值结果与分析
3. 1　脱层的初始扩展

图2　Ε3
0 - Αλ0曲线

F ig. 2　T he curves of Ε3
0 - Αλ0

　　脱层屈曲后, 随着 Ε0的增大, 能量释放率 Gϖ

从0逐渐增大,同时脱层的断裂韧性 #ϖ (Ω, ∃Gϖc
1)也

相应增大。当Gϖ和 #ϖ (Ω, ∃Gϖc
1)增大到相同值时,脱

层开始扩展,相应于此时的脱层屈曲后初始扩展

应变 Ε3
0 由式 (6)确定。

　　图2所示为根据计算结果画出的脱层屈曲后

初始扩展应变 Ε3
0 与搭桥纤维等效弹簧系数 Αλ0的

关系曲线。由图可知, 对于给定的材料常数Gϖc
2,

Ε3
0 随着 Αλ0的增大而增大。当 Αλ0给定时, Ε3

0 随Gϖc
2的

增大而增大,而相应的脱层中心点膜力 P
3 (0)则

随Gϖc
2的增大而减小。因此,脱层屈曲后纤维搭桥

作用的存在,使得脱层初始扩展力增加,对脱层的初始扩展起到了增韧作用。

3. 2　脱层扩展的稳定性

　　当 Αλ= 0 (搭桥纤维不存在)时, Gϖ随着脱层半径 a 的增大而增大,因此脱层的扩展将总是

灾难性的[4 ] ,即脱层一旦扩展,将失稳扩展到结构破坏。

　　当Αλ≠0时,给定材料界面韧性Gϖc
2,外应变值 Ε0达到脱层屈曲后初始扩展应变Ε3

0 之后,在固

定载荷 Ε0= Ε3
0 不变的情况下,我们来讨论脱层定常扩展的稳定性。对于脱层的任意扩展,在保

持 Ε0不变时,弹簧系数Αλ将按 (aöa0) 4倍增大,即Αλ= Ν4Αλ0。表1列出了当Αλ0= 15,材料界面韧性Gϖc
2

= 200,脱层屈曲后按 aλ0ö50比例连续定常扩展时的脱层后屈曲解及相应的能量释放率Gϖ、脱层
断裂韧性 #ϖ (Ω, ∃Gϖc

1)及其比值。从表中可以看出,在脱层初始扩展的一定范围内,随 a 的增大,

由于Gϖ比 #ϖ (Ω, ∃Gϖc
1)增加的快,即两者之比大于1,脱层实际上将失稳扩展。随着脱层的进一步

扩展, Gϖ值增加的幅度将减小,而 #ϖ (Ω, ∃Gϖc
1)增加的幅度则增大,并最终使得Gϖö#ϖ (Ω, ∃Gϖc

1) <

1, 即脱层终止扩展。Gϖ和 #ϖ (Ω, ∃Gϖc
1)的这种变化说明: 脱层初始扩展后首先经历了一定范围

[约 (1～ 1. 17) a0 ]的不稳定扩展,之后将变成稳态的脱层,只有增加 Ε0,脱层才能继续扩展。图3

中的粗实线为相应的Gϖö#ϖ- aöa0曲线,图4为维持脱层定常扩展的临界外应变场 Ε0的变化曲
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线。
表1　Αθ0=

D
a 4

0
Α= 15,　Gϖc

2= 200伴随扩展的脱层后屈曲解

Table 1　Nondimen sional ized post-buckl ing solution of delam ination assoc ia ted with its propagation

Ω(0) p (0) p (1) p′(1) Ω′(1) Φ= aöa0 #
-

G
-

G
-

ö#
-

Ε0aλ2
0 备　注

0. 00 16. 72 16. 72 0. 00 - 0. 00 1. 00 81. 554 0. 000 0. 00000 11. 704 未

8. 56 14. 76 18. 26 1. 71 - 6. 88 1. 00 108. 059 50. 121 0. 46383 14. 493 扩

11. 80 12. 80 19. 90 3. 67 - 10. 53 1. 00 123. 329 123. 330 1. 00000 17. 597 展

12. 29 12. 61 20. 38 4. 04 - 11. 08 1. 02 125. 475 127. 493 1. 01608 17. 597

12. 74 12. 43 20. 87 4. 42 - 11. 62 1. 04 127. 531 130. 920 1. 02658 17. 597

13. 17 12. 26 21. 38 4. 81 - 12. 14 1. 06 129. 522 133. 754 1. 03267 17. 597 定

13. 57 12. 11 21. 90 5. 20 - 12. 64 1. 08 131. 446 135. 965 1. 03438 17. 597 常

13. 96 11. 97 22. 43 5. 59 - 13. 13 1. 10 133. 318 137. 654 1. 03252 17. 597 扩

14. 33 11. 84 22. 97 5. 99 - 13. 61 1. 12 135. 153 138. 895 1. 02769 17. 597 展

14. 68 11. 72 23. 53 6. 40 - 14. 07 1. 14 136. 952 139. 711 1. 02014 17. 597

15. 01 11. 63 24. 10 6. 81 - 14. 51 1. 16 138. 717 140. 078 1. 00981 17. 597

15. 33 11. 54 24. 69 7. 22 - 14. 94 1. 18 140. 470 140. 159 0. 99778 17. 597

15. 64 11. 48 25. 29 7. 63 - 15. 36 1. 20 142. 200 139. 860 0. 98354 17. 597 停

15. 94 11. 43 25. 91 8. 05 - 15. 76 1. 22 143. 924 139. 294 0. 96783 17. 597 止

16. 22 11. 39 26. 55 8. 48 - 16. 14 1. 24 145. 640 138. 432 0. 95051 17. 597 扩

16. 49 11. 38 27. 20 8. 90 - 16. 51 1. 26 147. 353 137. 312 0. 93185 17. 597 展

16. 76 11. 38 27. 86 9. 33 - 16. 86 1. 28 149. 077 136. 008 0. 91234 17. 597

　　图3同时画出了当 Αλ0取不同值 (材料韧性Gϖc
2= 200)脱层扩展后,保持 Ε0= Ε3

0 不变条件下的

Gϖö#ϖ与 aöa0关系曲线。图示表明,随着 Αλ0的逐渐增大,失稳扩展的范围逐渐减小 (而且由于每

条曲线峰值m axGϖö#ϖ减小,失稳扩展的动态效应也逐渐减弱) ,当 Αλ0= 30时,脱层初始扩展后,

失稳扩展的范围消失,即脱层从开始就处于稳定状态而不会扩展。图5是根据图3中Αλ≠0的4条

曲线画出的当Gϖc
2= 200时脱层屈曲后失稳扩展的范围 (a2a0) öa0和反映扩展动态效应的m axGϖö

#ϖ值随 Αλ0变化的曲线。

图3　不同Αλ0的Gö# - Φ曲线　　　　　　　　　　　　　　图4　维持脱层定常扩展的Ε0- Φ曲线

F ig. 3 T he curves of Gö# - Φfo r　　　　　　　　　　　　　　　　F ig. 4 T he curve of Ε0- Φfo r　　

　　　several levels of Αλ0　　　　　　　　　　　　　　　　　a delam ination stationary p ropagation

　　从以上的分析结果可以得出,对于给定的 Αλ3
0 (或Gϖc3

2 ) ,存在一个界限值Gϖc3
2 (或 Αλ3

0 ) ,使得

当 Gϖc
2≥Gϖc3

2 (或 Αλ0≥Αλ3
0 )时,保持载荷 Ε0= Ε3

0 不变的条件下,脱层将处于稳定的不扩展状态; 反

之,即Gϖc
2< Gϖc3

2 (或 Αλ0< Αλ3
0 )时,脱层在后屈曲总会经历不同程度的失稳扩展。因此, Gϖc3

2 - Αλ3
0 关

系曲线构成了脱层扩展的稳定和不稳定的分界线。
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图5　失稳扩展范围及动态效应与Αλ0的关系　　　　　　　　　　　　　图6　脱层扩展稳定性分区

F ig. 5　V ariations of the range and the dynam ic effect of　　　　　　　　　F ig. 6　T he regions of stab le and

　　　　　unstab le grow th of delam ination w ith Αλ0　　　　　　　　　　　　unstab le grow th of delam ination

　　图6所示为根据计算结果绘制的脱层扩展稳定性分区图。在两个坐标轴上,即Gϖc
2= 0和 Αλ=

0,脱层的扩展是灾难性的;当Gϖc
2和Αλ0同时不为零时,如果点 (Αλ0, Gϖc

2)落在曲线的上部,脱层的扩

展是稳定的;如果点 (Αλ0, Gϖc
2)在曲线的下部 (阴影部分) ,脱层初始扩展后将首先经历一定范围

的不稳定扩展,之后停止扩展而变成稳定状态。

4　结　　论
　　综上所述,可得出以下结论:

　　 (1)后屈曲过程中,纤维搭桥作用对脱层的初始扩展起到了增韧作用,初始扩展力 Ε3
0 随着

弹簧系数 Αλ0的增大而增大。

　　 (2)脱层上纤维搭桥恢复力的存在,改变了脱层扩展的灾难性 (当 Αλ= 0时)。当给定条件

( Αλ0, Gϖc
2)位于图6中曲线上部 (稳定区)时,脱层是稳定的。当 (Αλ0, Gϖc

2)位于曲线下部 (阴影区)

时,固定载荷条件下,脱层的扩展首先要经历一个不稳定过程,然后过渡到稳定状态。对于不稳

定的脱层,随着 Αλ0和Gϖc
2的增大,脱层不稳定扩展的范围和动态效应均减小。
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ANALY SIS ON STAB IL ITY CHARACTER ISTICS OF QUASI-STATIC GROW TH

OF A BR ID GED D ELAM INATION IN COM POSITES

L i Sip ing　　　　　　　　　　　　　L i D aw ang
　　　　 (T singhua U niversity, Beijing 100084)　　 (Zhengzhou U niversity of T echno logy, Zhengzhou 450002)

H uang Yuying　　H u Yuan ta i
(H uazhong U niversity of Science and T echno logy, W uhan 430074)

Abstract　　 In th is paper, som e new resu lts of ax isymm etric po st2buck ling and stab ility

characterist ics of grow th of a th in2f ilm delam inat ion b ridged by th rough2th ickness fiber tow s

in a 3D compo sites are p resen ted. A n itera t ive p rocedu re com b ined w ith T aylo r’s series ex2
pan sion is u sed to genera te a fam ily of nondim en sionalized po st2buck ling so lu t ion s of the

th in2f ilm delam inat ion based on von Karm an’s non linear p la te theo ry. T he energy2release

ra te G and the fractu re toughness # (Ω, ∃Gϖc
1) associa ted w ith un ifo rm p ropagat ion of a circu2

la r delam inat ion are ob ta ined. A n impo rtan t conclu sion that the b ridge fo rce no t on ly in2
creases the in it ia l grow th stra in Ε3

0 bu t a lso ob structs the catast roph ic grow th of the delam i2
nat ion is draw n from num erica l resu lts. In addit ion, quan t ita t ively the fo llow ing resu lts are

derived: (1) the effect of b ridge fo rce on the in it ia l grow th of the delam inat ion du ring po st2
buck ling phase, and (2) the region s of stab le and un stab le grow th of the b ridged delam ina2
t ion, and (3) the assessm en t of the range and the dynam ic effect of un stab le grow th fo r the

delam inat ion p ropagat ing from un stab le to stab le.

Key words　　b ridged delam inat ion, po st2buck ling, delam inat ion grow th, compo sites

读者õ作者õ编者
　　自1984年7月创刊起,复合材料学报已进入第15个年头。由于主管单位的关怀、众多作者的
支持、广大读者订户的厚爱,也有编委会、编辑部工作人员的艰苦努力,复合材料学报逐渐成
熟,步入优秀科技学术期刊的行列。
　　在仍保持季刊的基础上,内容逐渐充实,篇幅逐渐扩大,目前稿源充足,影响广泛,得到读
者订户的好评和欢迎。近年,复合材料学报一直是 E i(美国工程索引)的信息源刊物。所发表的
论文大量被 E i、CA 等摘引,国内许多文献统计、索引、数据库等也入编,自96年起进入中国学
术期刊光盘版,使查询检索更方便。在《中文核心期刊要目总览》第二版中,复合材料学报被列
为“一般工业技术类”和“航空航天类”核心期刊,且排名比第一版提前。
　　在取得成绩的同时,还应该看到困难和不足:
　　首先,编辑手段落后,虽然已采用电脑排版和胶印,但编辑操作和图形处理等却仍处于手
工操作状态,引进先进编校技术相当迟缓。
　　其次,编辑人员不足,新老交替任务重,编辑人员素质急待提高。
　　最关键的还在于经费不足,虽然有众多作者的版面费支持,但也只能维持一般运转。因部
委体制变更等原因,仅有的补助经费也面临落空,办公条件难得改善,技术手段无法充实,人员
也得不到补充⋯⋯办刊经费问题必须从根本上加以解决。
　　鉴于使用效率等原因,自明年起取消年底向作者赠送合订本的规定,拟改为向投稿者及部
分教授导师赠阅半年～一年学报,以提高学报的使用效果和密切与作者的及时联系。
　　为配套保管和使用,仍有少量合订本供需要者订购。
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