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复合材料三相同轴柱体界面模型分析
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摘　要　本文改进了 T heocaris等的工作,进行了三相同轴柱体复合材料界面模型的理论分析。本

文以指数律描述界面相层的弹性性能,所得结果与文献中的已有结论一致。
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　　纤维和基体之间的界面相对复合材料的整体性能有着重要影响。对于界面相性质的深入

了解、关于界面相与复合材料整体性能的关系的研究,一直受到极大关注。

　　H ash in 和Ro sen [1 ]、Ch risten son 和L o [2 ]以纤维或夹杂、基体、等效均匀介质作为三相,把

纤维 (或夹杂)与基体之间的界面作为无厚度的接触面,建立了复合材料三相球体模型和三相

柱体模型的理论分析。

　　随着界面研究的进展,近年的研究工作已不再把界面作为无厚度的几何面。界面相 (in ter2
phase)是存在于纤维 (或颗粒夹杂)与基体间的厚度为几十纳米或几百纳米的区域。很多文献

对于界面相的形态及其力学性能、热力学性能进行了深入探讨[3 ]。在一些文献中,将界面相描

述为具有有限厚度的均匀各向同性弹性区域[4 ] ,或描述为具有可变热弹性性质的区域,并建立

了将界面相作为有限厚度区域的各种模型分析。Jayaram an 等[5 ]将界面相模型分为两类: 弹簧

层模型 (sp ring layer model)和界面相层模型 ( in terphase layer model)。弹簧层模型把界面相

考虑为未确定厚度的薄的界面区域。界面相层模型把界面相考虑为有确定厚度的、与纤维与基

体有不同的弹性及热弹性性质的区域。

　　T heocaris等[6 ]为研究界面相的性质对纤维增强复合材料整体性能的影响,建立了三相同

轴柱体模型。该模型考虑界面相的弹性性质随着到纤维表面之径向距离的改变而变化,并分别

用线性律、抛物线型律、双曲线型律、对数律描述了界面相层的弹性性质。T heocaris等的工作

深化了对界面相性质的研究。T heocaris等将三相同轴柱体模型处理为广义平面应变问题,采

用平面问题的A iry应力函数 (见[ 6 ], P400) ,将平面问题的协调方程用于三相同轴柱体模型的

应力分析和位移计算。

　　本文改进了三相同轴柱体模型的分析方法。根据模型的轴对称性,本文采用轴对称问题的

应力函数,在纤维相、界面相层、基体相层分别选取轴对称问题协调方程的解,并进而分析了三

相同轴柱体模型的应力和位移,研究了纤维增强复合材料的整体弹性性能。



1　三相同轴柱体界面模型
　　复合材料的代表性体积单元是三相同轴柱体,包含三个相:纤维相、界面相、基体相。

图1　三相同轴柱体的横截面

F ig. 1　T he cro ss section of th ree2phase

coax ial cylinders

　　取 Z 轴沿三相同轴柱体的轴向,三个相对应的

柱体或柱壳分别为 (图1) : 纤维相 (0≤r≤rf)、界面相

(rf≤r≤r i)、基体相 (r i≤r≤rm )。

　　本文的三相同轴柱体界面模型分析中假定

　　a) 纤维是均匀各向同性的线性弹性体,弹性常

数为 E f、Μf。基体是均匀各向同性的线性弹性体,弹性

常数为 Em、Μm。

　　b) 界面相是各向同性的线性弹性材料,其弹性

常数是沿径向变化的, E i= E i ( r) , Μi= Μi ( r)。本文考虑

它们在界面相内按指数律变化[7 ]。

　　c) 界面相的弹性性质在纤维相与界面相的交接

面 (r= rf)上满足界面条件

E i (rf) = E f (1)

Μi (rf) = Μf (2)

　　在界面相与基体相的交接面 (r= r i)上满足界面条件

E i (r i) = Em　,　Μi (ri) = Μm (3, 4)

　　d) 在轴向拉压载荷作用下,三相同轴柱体模型的纤维相、界面相、基体相的轴向正应变是

协调的[6 ]:

Εz f = Εz i = Εzm = Ε (5)

　　显然在此界面模型中 Χz r = Χrz = 0。

　　T heocaris等在分析三相同轴柱体模型时,采用了平面问题的协调方程 ( [ 6 ]P400) :

d45
d r4 +

2
r

d35
d r3 -

1
r2

d25
d r2 +

1
r3

d5
d r

= 0

其中A iry 应力函数 5 仅为 r的函数。

　　三相同轴柱体界面模型是轴对称问题,本文在分析中采用轴对称问题的协调方程

¨ 45 =
52

5r2 +
1
r

5
5r

+
52

5z 2

2

5 (r, z ) = 0 (6)

应力函数 5 是 r、z 的函数。在三相同轴柱体模型的纤维相、界面相、基体相中分别选取协调方

程 (6)的解。

111　纤维相　 (0≤r≤r f )

　　选取满足协调方程 (6)的应力函数 5 f= A 1 r
2
z + A 2z

3,对应的应力分量

Ρrf =
5
5z

Μf¨ 25 f -
525 f

5r2 = (4A 1 + 6A 2) Μf - 2A 1 = Α1 (7)

ΡΗf =
5
5z

Μf¨ 25 f -
1
r

55 f

5r
= (4A 1 + 6A 2) Μf - 2A 1 = Α1 (8)

其中为了方便,选用待定常数 Α1。由应变协调条件 (5)得

Ρz f = E f Ε+ 2ΜfΑ1 (9)

因 ΕΗf =
1

E f
[Α1 (1 - Μf - 2Μ2

f ) - ΜfE fΕ]
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则由几何关系得　　　　　　u rf=
r

E f
[Α1 (1- Μf- 2Μ2

f ) - ΜfE fΕ] (10)

112　界面相层　　 ( r f≤r≤r i)

　　选取满足方程 (6)的应力函数 5 i= B 1 r
2
z + B 2z

3+ B 3z ln r,对应的应力分量

Ρri =
5
5z

[Μi (r) ¨ 25 i -
525 i

5r2 ] =
B 3

r2 + (4B 1 + 6B 2) Μi (r) - 2B 1

ΡΗi =
5
5z

[Μi (r) ¨ 25 i -
1
r

55 i

5r
] = -

B 3

r2 + (4B 1 + 6B 2) Μi (r) - 2B 1

令　B 3= Α2,　 (4B 1+ 6B 2) Μi (r) - 2B 1= Β1Μi (r) + Β2

则 Ρri =
Α2

r2 + Β1Μi (r) + Β2, ΡΗi = -
Α2

r2 + Β1Μi (r) + Β2　　　　　 (11, 12)

由协调条件 (5)得　　　　　　Ρz i= E i (r) Ε+ 2Μi (r) [Β1Μi (r) + Β2 ] (13)

故由本构关系和几何关系,得

u ri =
r

E i (r) - [ 1 + Μi (r) ]
Α2

r2 + [ 1 - Μi (r) - 2Μ2
i (r) ] [Β1Μi (r) + Β2 ] - Μi (r) E i (r) Ε (14)

113　基体相　 ( r i≤r≤rm )

　　选取满足方程 (6)的应力函数 5m = C 1 r
2
z + C 2z

3+ C 3z ln r,对应的应力分量

Ρrm =
C 3

r2 + (4C 1 + 6C 2) Μm - 2C 1 =
Α3

r2 + Α4 (15)

ΡΗm = -
C 3

r2 + (4C 1 + 6C 2) Μm - 2C 1 = -
Α3

r2 + Α4 (16)

其中已令　C 3= Α3, (4C 1+ 6C 2) Μm - 2C 1= Α4。由协调条件 (5)得

Ρzm = Em Ε+ 2Μm Α4 (17)

故由本构关系和几何关系,得　　　u rm =
r

Em
- (1+ Μm )

Α3

r2 + (1- Μm - 2Μ2
m ) Α4- Em Μm Ε (18)

图2　界面相层 E i ( r)

F ig. 2　E i ( r) of in terphase layer

2　界面相层弹性性质的描述
　　复合材料的界面相是纤维和基体在固化过程中相

互结合、相互作用形成的。由于纤维和基体的热膨胀系

数及弹性性质差别很大,因而界面相的弹性性质及热性

质是非均匀的, 它们随着与纤维表面距离的变化而改

变。而且,有应力集中、细观裂纹、缺陷等存在于界面相

内。虽然界面相层厚度只有几十至几百纳米,但是界面

相对复合材料的整体性能、增强机制有着重要影响。

　　在界面相层内,弹性性质在界面相与纤维的交接面

附近变化迅速, 在界面相与基体交接面附近变化较平

缓。为描述这一特性,本文采用指数函数表达界面相层

的弹性模量 E i (r)及泊桑比Μi (r) ,即令[7 ]

E i ( r) = N E re- CE r + L E (19)

Μi ( r) = N Μre- CΜr + L Μ (20)

其中N E、N Μ、L E、L Μ、C E、C Μ为待定常数。由 r= rf 及 r= ri

处的界面条件 (1)～ (4) ,并利用

731第　3　期 王颖坚等: 复合材料三相同轴柱体界面模型分析



图3　界面相层Μi ( r)

F ig. 3　Μi ( r) of in terphase layer

dE i (r)
d r r= ri

= 0 (21)

dΜi (r)
d r r= ri

= 0 (22)

可以求得

　 E i (r) = Em +
(E f - Em ) rυe (1- rυ) - 1

k 0e
(1- k0) - 1

(23)

　Μi (r) = Μm -
(Μm - Μf) rυe (1- rυ) - 1

k 0e
(1- k0) - 1

(24)

其中无量纲参数　rυ= röri, k 0 = rför i。 (23)、 (24)式表

述的界面相层的弹性模量E i (r)、泊桑比Μi (r) 示于图2、

图3。

3　应力、位移的连续条件及应力边界条件
　　在纤维相、界面相、基体相的应力、位移表达式 (7)～ (18)中,共有六个待定常数 Α1、Α2、Α3、

Α4、Β1、Β2。为确定这些待定常数,需考虑 r= rf 及 r= r i处的应力连续条件、位移连续条件和 r=

rm 处的应力边界条件。

　　由 r= rf 处应力连续条件 Ρrf= Ρri得

Α1 = Α2ör2
f + Β1Μi (rf) + Β2 (25)

　　由 r= r i处应力连续条件 Ρri= Ρrm得

Α2ör2
i + Β1Μi (r i) + Β2 = Α3ör2

f + Α4 (26)

　　由 r= rf 处位移连续条件 u rf= u ri得

1
E f

[Α1 (1 - Μf - 2Μ2
f ) - ΜfE fΕ] =

1
E i (rf)

- [ 1 + Μi (rf) ]
Α2

r2
f

+ [Β1Μi (rf) + Β2 ]õ

[ 1 - Μi (rf) - 2Μ2
i (rf) ] - E i (rf) Μi (rf) Ε (27)

　　由 r= r i处位移连续条件 u ri= u rm得

1
E i (ri)

{- [ 1 + Μi (r i) ]
Α2

r2
i

+ [Β1Μi (r i) + Β2 ] [ 1 - Μi (r i) - 2Μ2
i (ri) ] - E i (ri) Μi (r i) Ε} =

1
Em

- (1 + Μm )
Α3

r2
i

+ Α4 (1 - Μm - 2Μ2
m ) - Em Μm Ε (28)

　　由 r= rm 处应力边界条件 Ρrm = 0得

Α3ör2
m + Α4 = 0 (29)

4　纤维增强复合材料的纵向弹性模量 EL、主泊桑比ΜL

　　设三相同轴柱体界面模型的长度为L ,由界面模型中纤维相、界面相、基体相的应力分布,

可知代表性体积单元的应变能为

P = ΠL∫
rf

0
(ΡrfΕrf + ΡΗfΕΗf + Ρz fΕz f) rd r +∫

ri

rf

(ΡriΕri + ΡΗiΕΗi + Ρz iΕz i) rd r +

∫
rm

ri

(Ρrm Εrm + ΡΗm ΕΗm + Ρzm Εzm ) rd r

若纤维增强复合材料的有效纵向弹性模量为 EL ,则承受轴向拉伸载荷时代表性体积单元的应
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变能　　　　　　　　　　　　　　　P = ΠL EL Ε2 (r
2
m ö2)

故　　　　　　EL =
2

r2
m Ε2∫

rf

0 (ΡrfΕrf+ ΡΗfΕΗf+ Ρz fΕz f) rd r+∫
ri

rf
(ΡriΕri+ ΡΗiΕΗi+ Ρz iΕz i) rd r+

　　　　　　　　　　　　　∫
rm

ri
(Ρrm Εrm + ΡΗm ΕΗm + Ρzm Εzm ) rd r (30)

在纤维相中

Ρrf = ΡΗf = Α1, Ρz f = E fΕ+ 2ΜfΑ1

Εrf = ΕΗf =
1

E f
Α1 (1 - Μf - 2Μ2

f ) - ΜfE fΕ
(31)

在界面相层中

Ρri =
Α2

r2 + Β1Μi (r) + Β2, ΡΗi = -
Α2

r2 + Β1Μi (r) + Β2, Ρz i = E i (r) Ε+ 2Μi (r) [Β1Μi (r) + Β2 ]

Εri =
1

E i (r) [ 1 + Μi (r) ]
Α2

r2 + [ 1 - Μi (r) - 2Μ2
i (r) ] [Β1Μi (r) + Β2 ] - Μi (r) E i (r) Ε

ΕΗi =
1

E i (r) - [ 1 + Μi (r) ]
Α2

r2 + [ 1 - Μi (r) - 2Μ2
i (r) ] [Β1Μi (r) + Β2 ] - Μi (r) E i (r) Ε (32)

在基体相中

Ρrm = Α3ör2 + Α4, ΡΗm = - Α3ör2 + Α4, Ρzm = Em Ε+ 2Μm Α4

Εrm = 1öE m (1 + Μm ) Α3ör2 + (1 - Μm - 2Μ2
m ) Α4 - Em Μm Ε

ΕΗm = 1öE m - (1 + Μm ) Α3ör2 + (1 - Μm - 2Μ2
m ) Α4 - Em Μm Ε

(33)

将上述各相中的表达式代入 (30)式中各相应的积分,并利用协调条件 (5) ,可以导出

EL = E fU f + EmU m +
2Α2

1

E fΕ2 (1 - Μf - 2Μ2
f )

r2
f

r2
m

+
2U m

Em Ε2 (1 + Μm )
Α2

3

r2
i r2

m
+ (1 - Μm - 2Μ2

m ) Α4

+
2

Ε2 r2
m∫

ri

rf

2
E i (r) 1 + Μi (r) Α2

2

r4 + Β1Μi (r) + Β2
2 1 - Μi (r) - 2Μ2

i (r) +

E i (r) Ε2 rd r (34)

其中　U f= r
2
f ör

2
m , U m = (r

2
m - r

2
i ) ör

2
m。(34)式中的待定常数 Α1、Α2、Α3、Α4、Β1、Β2由 (25)～ (29)、界

面条件 (1)～ (4)及辅助方程确定。为此,首先将界面条件 (1)～ (4)代入 (25)～ (29)中。根据假

定,纤维相、基体相均为均匀各向同性弹性材料,而且承受轴向均匀拉伸载荷时,轴向应变是均

匀分布的。于是,由纤维相、基体相的应力、应变场及本构关系,分别导出两个方程,它们与 (25)

～ (29)构成确定六个待定常数的七个方程。这七个方程中只有六个是独立的,故可以唯一确定

常数 Α1、Α2、Α3、Α4、Β1、Β2。将所得结果代入 (34)式,并利用 (23)式,可以导出

EL = E fU f + EmU m +
2
r2

m∫
ri

rf

Em +
(E f - Em ) rυe (1- rυ) - 1

k 0e
(1- k0) - 1

rd r (35)

　　纤维增强复合材料的主泊桑比

ΜL = - ΕröΕz = - ΕröΕ
若三相同轴柱体模型的体积为V c,则

ΜL = -
1

ΕV c∫V c

ΕrdV = -
2

Εr2
m∫

rf

0
Εrf rd r +∫

ri

rf

Εrird r +∫
rm

ri

Εrm rd r

将 (31)～ (33)式代入上式,并利用 (24)式,可以导出

ΜL = ΜfU f + ΜmU m +
2
r2

m∫
ri

rf

Μm -
(Μm - Μf) rυe (1- rυ) - 1

k 0e
(1- k0) - 1

rd r (36)
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由 (35)、(36)式计算得出的纤维增强复合材料的有效纵向弹性模量 EL 及主泊桑比ΜL ,分别列

在表1、表2中。

表1　纵向有效弹性模量 EL　　Table 1　Values for the long itud ina l effective elastic modulus EL

纤维的体积百分比

U f

混合律[7 ]

EL (×109Nm - 2)

抛物线律[6 ]

EL (×109Nm - 2)

本文的计算结果

EL (×109Nm - 2)

0. 0 　3. 5 　3. 5 　3. 5

0. 10 10. 35 10. 38 10. 3461

0. 20 17. 20 17. 31 17. 1871

0. 30 24. 05 24. 30 24. 0333

0. 40 30. 90 31. 35 30. 8951

0. 50 37. 75 38. 45 37. 7505

0. 60 44. 60 45. 60 44. 6002

0. 65 48. 03 49. 13 48. 0250

0. 70 51. 45 52. 81 51. 4497

0. 80 58. 30 60. 08 58. 2988

0. 90 65. 15 67. 39 65. 1475

表2　主泊桑比ΜL　　Table 2　Values for the major Po isson’s ratio ΜL

纤维的体积百分比

U f

混合律[7 ]

ΜL

抛物线律[6 ]

ΜL

本文的计算结果

ΜL

0. 0 0. 35 0. 35 0. 35

0. 10 0. 335 0. 335 0. 3346

0. 20 0. 320 0. 320 0. 3187

0. 30 0. 305 0. 304 0. 3033

0. 40 0. 290 0. 289 0. 2895

0. 50 0. 275 0. 273 0. 2750

0. 60 0. 260 0. 258 0. 2600

0. 65 0. 253 0. 250 0. 2525

0. 70 0. 245 0. 242 0. 24497

0. 80 0. 230 0. 226 0. 22988

0. 90 0. 215 0. 210 0. 21475

5　结　　论
　　 (1) 三相同轴柱体界面模型是轴对称问题。本文采用轴对称问题的应力函数 5 ( r, z ) ,它

满足轴对称问题的协调方程 (6)。T hecocaris等[6 ]在分析三相同轴柱体模型时,采用了平面问

题的A iry 应力函数和平面问题的协调方程,本文改进了 T heocaris等人的工作,给出了三相

同轴柱体界面模型按轴对称问题进行理论分析的方法。

　　 (2) 在三相同轴柱体界面模型中,假定纤维相是均匀各向同性线性弹性材料,基体相是均

匀各向同性线性弹性材料,界面相层是各向同性的线性弹性材料。界面相层的弹性性质是沿径

向变化的,本文考虑其沿径向按指数律变化。

　　 (3) 本文假定在纤维相与界面相的交接面 r= rf 处、在界面相与基体相的交接面 r= r i处,

041 复　合　材　料　学　报 第 15 卷



界面相的弹性性质满足界面条件。因此,在本文给出的三相同轴柱体界面模型中,材料的弹性

性质在各相内及在各相的交接面处,是连续变化的。

　　 (4) 表1、表2给出了按本文导出的三相同轴柱体模型分析公式计算得到的纵向有效弹性

模量 EL、主泊桑比ΜL 的数值结果,它们与文[ 6 ]、文[ 7 ]中的结果是吻合的。
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ANALY SIS OF COM POSITE INTERPHASE MOD EL COM POSED

OF THREE-PHASE COAX IAL CYL IND ERS

W ang Y ingjian　　Peng Shu
(D epartm en t of M echan ics and Engineering Science, Pek ing U niversity, Beijing　100871)

Abstract　　A theo ret ica l analysis of compo site in terphase model compo sed of th ree2phase coax ia l cylinders is

developed and the w o rk done by T heocaris et a l is imp roved in th is paper. T he elast ic p ropert ies of in terphase

layer are described w ith an exponen tia l law of varia t ion. T he resu lts p resen ted in th is paper agree w ell w ith

tho se given in the litera tu re.

Key words　　in terphase, th ree2phase coax ia l cylinders, compo site in terphase model
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