
第 15 卷

1998年
　
第 4 期

10 月

复 　 合 　 材 　 料 　 学 　 报

A CTA M A T ER IA E COM PO S ITA E S IN ICA

V o l. 15　　N o. 4

O ctober　　1998

　　收修改稿、初稿日期: 1997203223, 1997201206

　　国家自然科学基金资助项目 (19272015)和辽宁省博士启动基金资助项目 (961077)

非线性热弹性问题的 Ham ilton 半解析法及其在
层合板固化降温过程中热应力的分布研究

杨正林　　　　　　　　陈浩然
(大连理工大学土建学院, 大连 116024)　　　　 (大连理工大学力学系, 大连 116024)

摘　要　推导了考虑材料随温度变化非线性特征的增量形式 H am ilton 半解析有限元法的列式;

给出了层合板非线性热弹性问题的求解过程; 通过算例,研究了复合材料层合板在固化降温过程

非线性热应力分布规律,并同线性分析结果进行了比较。结果表明,非线性分析与线性分析结果存

在很大差异。
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　　复合材料层合板在固化后期的降温过程中,由于温度梯度的存在,常常出现层间破坏现

象,为了分析层间破坏原因,必须正确求解层间应力,但目前基于各种假定的板理论还都不能

很好地解决这一问题。文献[ 1～ 3 ]提出的在板厚度方向无任何假定的H am ilton 半解析法为此

分析提供了理论基础。然而,由于复合材料层合板在固化降温过程中材料性质存在明显的随温

度而变化的非线性特征,而以往的H am ilton 半解析法仅限于线性分析。故本文中将此方法进

一步推广到非线性层间应力分析问题。首先, 推导了非线性热弹性问题的修正型H ellinger2
R eissner泛函表达式的增量式,并介绍了相应的增量形式的H am ilton 半解析方法; 其次,给出

了层合板非线性热弹性问题的求解过程;最后,对层合板在固化降温过程层间热应力进行了分

析,通过数值结果分析和讨论,说明了在固化降温过程中考虑材料性质随温度变化的非线性的

重要性。

1　理论分析
1. 1　材料非线性问题增量形式修正的Hell inger-Re issner泛函表达式

　　进行瞬态热弹性问题分析时,必须将整个过程划分成许多时间段,在每个时间段内所有的

物理量均采用增量形式,为此,非线性热弹性问题H ellinger2R eissner 泛函表达式的增量形式

为
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1ö2{∃Ρ}T [S ]{∃Ρ} - ∃f x ∃u - ∃f y ∃v - ∃f z ∃w ]dV + λ
SA
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式中: Αx、Αy、Αz 和 Αx y为偏轴热膨胀系数,在材料非线性分析中它们均为温度的函数; S ij ( i, j

= 1, 2,⋯, 6)为柔度矩阵分量,非线性分析时 S ij亦为温度的函数; S A = S Ρ+ S u+ S m , S m 为混合

边界;特征系数 Κn , Κs和 Κz 分别表示板侧面边界法向、切向和厚度方向的边界约束特征,如图1

所示,如 n 方向为应力边界条件,则令 Κn = 1,否则 Κn = 0,对于 Κs 和 Κz 的定义与此类似。∃P i ( i

图1　异形边界示意图

F ig. 1　Exp ression of irregu lar boundary shape

= n , s, z )和 ∃u i ( i= n , s)在边界上的值为侧面

边界上:

∃P n = n2
x ∃Ρx + n2

y ∃Ρy + 2nx ny ∃Σx y

∃P s = nx ny (∃Ρy - ∃Ρx ) + (n2
x - n2

y ) ∃Σx y

∃P z = nx ∃Σx z + ny ∃Σy z

∃un = nx ∃u + ny ∃v

∃u s = nx ∃v - ny ∃u (2)

上、下表面上 (可令 n、s分别与 x、y 轴平行) :

∃P n = ∃P x = n z ∃Σx z　∃P s = ∃P y = nz ∃Σy z

∃P z = nz ∃Ρz　∃u n = ∃u　∃u s = ∃v (3)

上面二式中, nx、ny 和 n z 分别代表边界法线矢

量的三个方向余弦分量。经过简单的推导,可以

证明,由 (1)式可以导出非线性热弹性问题增量

形式的所有控制方程和各种边界条件。

　　以 z 为展开方向,为从 (1)式中消去应力分量 ∃Ρx、∃Ρy 和 ∃Σx y ,对 (1)式取变分
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将 (4)式代回 (1)式,即可得到层合板非线性热弹性问题修正的H ellinger2R eissner泛函表达式

的增量形式
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式中: 下标 k 表示层合板第 k 子层, {∃p }T = {∃Σx z ∃Σy z ∃Ρz }, {∃q}T = {∃u ∃v ∃w }, {∃qα}T =
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式中:
{D 1　D 2　D 3}T = [C ]3×3{s13　s23　s36}T (9)

sγ33 = s33 - {s13　s23　s36}[C ]3×3{s13　s23　s36}T (10)

Αλz = Αz - s13T x - s23T y - s36T x y (11)

C Α = 1ö2 (Αx T x + Αy T y + Αx y T x y ) (12)

在非线性分析时, (9)式到 (12)式中各项均为温度的函数。

1. 2　增量形式的混合状态方程

　　在每个时间步内,本文方法的求解过程为: 先在板平面内进行有限元离散,以建立增量形

式的混合状态方程; 然后沿板厚度方向精确积分,对混合状态方程进行求解。对于层合板任一

子层 k ,参考公式 (7) ,在板平面内的泛函表达式可表示为

∃0 k = κ
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在 xy 面内采用八结点等参数单元进行离散

∃u = ∑
8

i= 1
N i∃u i, ∃v = ∑

8

i= 1
N i∃v i, ∃w = ∑

8

i= 1
N i∃w i

∃Σz x = ∑
8

i= 1
N i ∃Σz x i, ∃Σy z = ∑

8

i= 1
N i ∃Σy z i, ∃Ρz = ∑

8

i= 1
N i ∃Ρz i

式中,N i 为插值函数。令{∃p
e}= {∃Σz x 1 ∃Σy z 1 ∃Ρz 1⋯∃Σz x 8 ∃Σy z 8 ∃Ρz 8}T , {∃q

e}= {∃u 1 ∃v 1 ∃w 1⋯

∃u 8 ∃v 8 ∃w 8}T ,经过推导[3 ] ,可得第 k 层第 e单元混合状态方程的增量形式为

[C ]e 5
5z

∃qe

∃p e
= [K ]e

∃qe

∃p e
+ {∃ f }e (14)

式中,上标 e代表第 e单元。经单元组装,可得第 k 层增量形式的混合状态方程为

[C ]k
5
5z

∃q

∃p k

= [K ]k

∃q

∃p k

+ {∃ f }k (15)

式中,下标 k 表示第 k 子层。

　　对于层合板的每一子层,均可按上述类似的方法进行离散和单元组装,得到每一子层增量

形式的混合状态方程。

1. 3　沿板厚度方向的解析解

　　混合状态方程 (15)是状态向量的—阶常微分方程,为便于求解,令{∃∆}=
∃q

∃p
,将其改

写为
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d
dz

{∃∆(z ) }k = [A ]k {∃∆(z ) }k + {∃F (z ) }k (16)

式中: [A ]k = [C ]- 1
k [K ]k , {∃F (z ) }k = [C ]- 1

k {∃ f }k。方程 (16)的解析解为

{∃∆(z ) }k = [T ]k {∃∆(0) }k + {∃F�}k (17)

式中: [T ]k = exp ( [A ]kõz ) ; {∃F�}k =∫
z

0exp [ [A ]k (z - Σ) ]õ{∃F (Σ) }kdΣ。假定层合板共有N 层,

考虑层间连续条件

{∃∆(h k ) }k = {∃∆(0) }k+ 1　　　k = 1, 2,⋯,N - 1 (18)

式中, h k 为第 k 子层的厚度。由 (17)、(18)两式可推导出层合板上、下表面状态变量{∃∆}之间

的关系为
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式中, ∏
N
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[T ]k = [T ]N [T ]N - 1⋯[T ]k [T ]k- 1⋯[T ]2 [T ]1 (20)

(19)式可用矩阵表示为
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+
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通过上式可求出该时间步下层合板上、下表面未知量应力和位移的增量值,再利用公式 (18)、

(17)及公式 (4) ,即可求得该时间步下,层合板任意位置处的所有应力和位移分量的增量。

1. 4　材料非线性情况下层合板瞬态热弹性问题分析

图2　矩形层合板示意图

F ig. 2　Exp ression of rectangu lar lam inates

　　在材料非线性情况下,层合板的热膨胀系

数和弹性常数均是温度的函数。因此, 用

H am ilton 半解析法求解层合板在瞬态温度作

用下的热应力时,所建立的混合状态方程是一

组非线性方程,它们也是温度的函数。目前求解

非线性方程组一般都采用分段线性化的方法。

本文中假定当时间步长取得足够小时,每个时

间步内热膨胀系数和弹性常数保持为常数,即

该时间步的初值,而在不同时间步它们可取不

同的值。例如复合材料层合板的热膨胀系数和柔度常数随温度的变化可用函数表示为

Αi = Αi (T )　　　　i = 1, 2, 3 (22)

　　sij = sij (T )　　　　i, j = 1, 2,⋯, 6 (23)

采用文献[ 4 ]的分析方法和程序对温度场进行分析,当第 k + 1时间步下的温度求出之后,即可

通过上述二式求出该时间步下的热膨胀系数和柔度常数,然后进行该时间步内增量热应力分

析。若用{∆}k 表示前 k 步状态变量的值,则前 k + 1步其值变为

{∆}k+ 1 = {∆}k + {∃∆}k+ 1 (24)

式中, {∆}k+ 1表示状态变量在第 k + 1时间步的增量。只要步长选得合理,通过步进分析和线性

迭加,即可得到非线性热弹性问题的解答。
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图3　层合板表层和心层 Ρx 的数值结果　　　　　　　　　　　图4　层合板表层和心层Ρy 的数值结果

　F ig. 3　T he num erical resu lt of Ρx in the su rface　　　 F ig. 4　T he num erical resu lt of Ρy in the su rface　

and the cen ter layers of the lam inates and the cen ter layers of the lam inates

图5　层合板心层 Ρz 的数值结果　　　　　　　　　　　　　　图6　层合板心层Σy z的数值结果

　 　F ig. 5　T he num erical resu lt of Ρz in the F ig. 6　T he num erical resu lt of Σy z in the　 　

cen ter layer of the lam inates cen ter layer of the lam inates　

图7　层合板心层 Σx z的数值结果　　　　　　　　　　　　　　图8　层合板表层和心层Σx y的数值结果

　F ig. 7　T he num erical resu lt of Σx z in the F ig. 8　T he num erical resu lt of Σx y in the su rface　

cen ter layer of the lam inates and the cen ter layers of the lam inates
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2　数值算例及讨论
　　如图2所示层合板,其几何尺寸为100cm×100cm×1cm ,密度为2. 007göcm 3,组成复合材

料单层板的热物理性质为: 热传导系数 Κ1= 2. 4 W öm
2K, Κ2= Κ3= 0. 62- 0. 0005 (T g- T ) W ö

m
2K, 比热容 cp = 1100- 3. 07 (T g- T ) J ökgõK; 力学性质为: E 1= 206. 08+ 0. 0111377 (T g-

T ) GPa, E 2= E 3= 7. 75+ 0. 06725 (T g- T ) GPa, G 12= G 13= 1. 78+ 0. 02102 (T g- T ) GPa, G 23

= 2. 76786+ 0. 02402 (T g- T ) GPa, 泊松比 Λ12= Λ13= 0. 2, Λ23= 0. 4, 热膨胀系数为 Α1= 2. 85

- 0. 00389 (T g- T ) 10- 6ö℃,　Α2= Α3= 19. 8- 0. 575 (T g- T ) 10- 6ö℃, 铺设角为0°, 当其表

面温度在15m in 和30m in 两个时间段内分别从固化温度 T g= 1. 77℃, 降至室温 T R = 24℃, 直

到其各子层温度均达到 T R 的过程中, 本文中对其线性和非线性热应力进行了计算,相应温度

场分析参见文献[ 4 ], 其在层合板中心 (x = 0, y = 0)处的应力结果如图3～图8所示。为便于比

较, 本文还将15m in 降温过程中的线性结果也标在图中,图中 su rf 表示表层, cen t 表示心层。

由图可知,层合板在出现热应力峰值时线性结果和非线性结果会出现较大差异,显然线性结果

是保守的;同时还发现,降温时间越短,即降温速率越大,应力峰值就越大,因此,本文中的分析

对正确选取降温时间有参考价值。
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HAM IL TON SEM I-ANALY TICAL M ETHOD FOR NONL INEAR THERMO -ELASTIC

PROBL EM AND INVESTIGATION OF RESID UAL THERMO -STRESS D ISTR IBUTION OF

COM POSITE LAM INATES D UR ING THE COOL ING-DOW N STAGE OF CURE PROCESS

Yang Zhenglin　　Chen H ao ran
(D a L ian U niversity of T echno logy, D alian 116024)

Abstract　　 In th is paper, the increm en ta l fo rm u la t ion of H am ilton Sem i2A nalyt ica l M ethod

and co rresponding compu ta t ional p rocess fo r t ran sien t non linear thermo 2elast ic p rob lem are

given. T he num erica l resu lts on thermo2st resses and defo rm at ion are ob ta ined fo r the com 2
po site lam inates du ring the coo ling2dow n stage of cu re p rocess. T he resu lts ind ica te that the

non linear effect of the temperatu re2dependen t m echan ica l p ropert ies is impo rtan t on residual

thermo2st ress of compo site lam inates fo r the cu re analysis.

Key words　　 lam inates, therm al elast icity, H am ilton sem i2analyt ica l m ethod, t ran sien t

thermo2elast ic p rob lem , non linearity
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