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摘　要　本文首次给出一般曲面上非测地线缠绕稳定条件的推导,推导结果还得到了该条件更精

确的形式。为判别缠绕工艺性,给出了一种确定曲面外法矢的算法,以此为基础通过分析总结出了

非测地线缠绕工艺性的判据。
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　　纤维缠绕是一种制造高强度纤维复合材料的自动化方法。在航天、军工、体育、化工、建材

等工业中具有广泛的用途。

　　纤维缠绕在工艺上,早期采用测地线 (短程线)轨迹进行缠绕,因为它最稳定且计算也相对

简单。但后来人们发现了其局限性:

　　 (1) 缠绕角不可控制。由微分几何定理知,任意给定曲面上一个起始点及一个方向,存在

唯一的一条测地线通过该点,并以该方向为切矢。因此按力学性能最优设计的缠绕角就有可能

无法用测地线实现。

　　 (2) 工程上常用一些零件无法缠绕。由回转曲面测地线的C lairau t 定理: ri sinΑi = con st

( r i——母线上第 i点的半径; Αi——相应点的缠绕角)可知对不等开口容器或有限长圆管ö筒
就无法完全用测地线缠绕。

　　为解决上述问题, 扩大缠绕工艺范围, 1978年德国A achen 工业大学塑料工艺研究所

( IKV )在 SP I第33届技术年会发表了他们的新方法,即考虑摩擦可在一定范围内阻止滑线的

非测地线缠绕。原文给出非测地线缠绕稳定条件是

k gök n ≤ Λ (1)

式中: k g——测地曲率; k n——法曲率; Λ——摩擦系数。但原文未给出该条件的推导,只是用照

片说明进行了成功的实验[1 ] ,此后,各国围绕非测地线缠绕也发表了大量的文献。如文献[ 2, 3,

7 ]曾探讨了常见曲面非测地线缠绕的计算公式。文献[ 4, 5 ]首先假定式 (1)成立,利用微分几何

推出了回转体非测地线缠绕轨迹的微分方程。更多的文献如 [ 6, 8 ]等都是提到他们是利用式

(1)这一基本条件实现了非测地线稳定缠绕的。综观已发表的大量文献 (本文无法一一列出) ,

没有一个给出式 (1)的推导或证明的。这在理论上不仅是一种缺憾,而且难免引起对该条件正

确性的质疑。我们在为航天工业总公司某所研制缠绕机软件时,对非测地线缠绕的机理进行了

仔细研究,并推导了非测地线稳定缠绕的条件,避免了开发工作的肓目性。
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1　纤维平衡方程的建立
　　首先我们假定纤维是连续的,由缠绕工艺知缠绕张力在缠绕开始时已经产生,它是纤维在

张力器开卷机构作用下伸长产生的。纤维在芯模上沿出纱速度方向的滑动受到张力约束,可认

为没有滑移及滑移趋势,该方向的摩擦力为零,所以张力处处相等。我们选取任意形状芯模上

纤维的任一点 P ,取其近旁的一块曲面,以 P 为原点建立活动标架{P ; Α
→

, v
→

, n
→

}。其中 Α
→

是纤维

轨迹在 P 点的单位切矢量, n
→

是曲面在 P 点的单位法矢量, v
→

= Α
→

×n
→

。设固定坐标系为{o; x
→

, y
→

,

z
→

}。以 o为起点,弧长 s为参数的径矢为 r
→

(s)。对以 P 为中心的纤维微段P 1P P 2分析其受力,如

图1所示。

图1　纤维微段受力分析

F ig. 1　A nalysis of fo rces acting

　　on a m icro filam en t segm ent

　　当所取微段充分小时,可认为外力集中作用于点P。当

纤维处于平衡态时, Α
→

, v
→

, n
→

方向的合力应该为零,即

T
→

1 õ Α
→

+ T
→

2 õ Α
→

= 0 (2)

T
→

1 õ v
→

+ T
→

2 õ v
→

+ F
→

f õ v
→

= 0 (3)

T
→

1 õ n
→

+ T
→

2 õ n
→

+ F
→

n õ n
→

= 0 (4)

式中: F
→

f、F
→

n、T
→

1、T
→

2分别是摩擦力矢量,支反力矢量和两个

方向不同的张力矢量。纤维侧向的滑线趋势是由张力 T
→

1、

T
→

2在 v
→

方向的分量产生的。F
→

n 与由 T
→

1、T
→

2在 n
→

方向的分量

即正压力,大小相等方向相反。因为研究对象是所有缠在芯

模上的纤维,所以摩擦主要指静摩擦力。摩擦力大小的范围

符合

ûF
→

fû ≤ ûF
→

fûm ax = ûF
→

nû õ Λm ax

2　纤维平衡方程的求解

　　要求解上述方程必须首先确定 T
→

1、T
→

2的方向。为此我们把 r
→

(s)在点 P 用 T aylo r 公式展

开, 图2是动静坐标系的关系, s是弧长, r
→

(s)是对应径矢; 令 l= ∃s, R
→

( l)是在动坐标系对应的

径矢。考虑到工程上应用的曲面多是不超过C
3 (如,二次曲面, Coon s曲面, B’ezier 曲面, B 样

条曲面) ,我们按C
4展开具有足够的精度。表达式中,字母顶上打点表示对弧长参数的求导, sP

表示点 P 处的弧长 s (静坐标系)。r
→

(s)的泰勒展开式为

r
→

(s) = r
→

(sP ) + r
→
õ

(sP ) õ ∃s +
r
→
¨

(sP ) õ ∃s2

2
+

r
→
⋯

(sP ) õ ∃s3

6
+ o (∃s) 3 (5)

动坐标系的径矢R
→

( l)为

R
→

( l) = r
→

(s) - r
→

(sP ) = r
→
õ

(sP ) õ l +
r
→
¨

(sP ) l2

2
+

r
→
⋯

(sP ) õ l3

6
+ o ( l3) (6)

其切矢为　　R
→
õ

( l) = r
→
õ

(sP ) + r
→
¨

(sP )õ ( l) +
r
→
⋯

(sP )õl2

2
+ o ( l

2) (7)

　　为便于计算,需把 (7)式表示为 Α
→

, v
→

, n
→

的线性组合。由微分几何理论文献[ 9 ]知
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图2　动静坐标的关系

F ig. 2　Relation betw een fixed and

　　　moving coo rdinate system s

dΑ
→

ds
= k g õ v

→

+ k n õ n
→

dv
→

ds
= - k g õ Α

→
+ Σg õ n

→

dn
→

ds
= - k n õ Α

→

+ Σg õ v
→

(8)

式中 Σg 是纤维轨迹在点 P 的测地挠率。注意到 r
→
õ

(sP ) = Α
→

,

其中 r
→
¨

(sP ) = k (sP ) Β
→

是纤维轨迹在 P 点的曲率矢量, Β
→

是纤

维轨迹在点 P 的主法矢。它与测地曲率 k g 和法曲率 k n 具

有如下关系:

k (sP ) Β
→

= k g (sP ) v
→

+ k n (sP ) n
ο (9)

将 (8) (9)式代入 (7)式经求导和整理得

R
→
õ

( l) = 1 -
k g

2 (sP ) + k n
2 (sP ) l2

2
Α
→

+ k g (sP ) l +
k
õ

g (sP ) - k n (sP ) Σg (sP ) l2

2
v
→

+

k n (sP ) õ l +
k
õ

n (sP ) + k g (sP ) Σg (sP )
2

l2 n
→

+ o ( l2) (10)

　　不妨设 T
→

2指向弧长 s、l增加的方向,因为 T
→

1、T
→

2沿纤维轨迹相互背离,所以 T
→

1指向弧长 s、

l 减少的方向。另由弧长导数的定义式: F
→
õ

(s) =
d r
→

(s)
ds

= lim
∃s→0

r
→

(s+ ∃s) - r
→

(s)
∃s
及导矢是割线极限

位置的几何意义,知无论 ∃s取正或负,其导矢都指向弧长增加的方向。由此可确定两张力矢量

为

T
ψ

1 = - ûT
ψ

1û õ R
→
õ

(- l) (11)

T
ψ

2 = ûT
ψ

2û õ R
→
õ

( l) (12)

T
ψ

1 = T
ψ

2 (13)

R
→

( l)是单位矢量。考虑 l →0时,可忽略其 o ( l
2) ,将 (10)代入 (11) (12) ,然后再代入方程 (2)、

(3)、(4) ,并注意到点 P 1、P 2对应弧长参数 l的符号相反,分别得。

　　轴 Α
→

方向的合力方程变为一个恒等式

1 -
k g

2 (sP ) + k n
2 (sP ) l2

2
ûT
ψ

2û - 1 -
k g

2 (sP ) + k n
2 (sP ) l2

2
ûT
ψ

1û ≡ 0 (14)

轴 v
→

方向的合力方程变为

k g (sP ) l +
k
õ

g (sP ) - k n (sP ) Σg (sP ) l2

2
ûT
ψ

2û - - k g (sP ) l +
k
õ

g (sP ) - k n (sP ) Σg (sP ) l2

2
ûT
ψ

1û

= - ûF
ψ

fûco sΗ　　　　　　Η= 0或 Π (15)

其中 Η是摩擦力 F
→

f 与 v
→

正向的夹角。

轴 n
→

方向的合力方程变为

k n (sP ) õ l +
k
õ

n (sP ) + k g (sP ) Σg (sP )
2

l2 ûT
ψ

2û -
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- k n (sP ) õ l +
k
õ

n (sP ) + k g (sP ) Σg (sP )
2

l2 ûT
ψ

1û = - ûF
ψ

nûco sΥ　　　Υ= 0或 Π (16)

Υ是支反力 F
→

n 与 n
→

正向的夹角。
由 (15)化简得

2k g (sP ) lûT
ψ

2û = - ûF
ψ

fûco sΗ (17)
由 (16)化简得

2k n (sP ) lûT
ψ

2û = - ûF
ψ

nûco sΥ (18)
对 (17)、(18)式取绝对值相除得

ûF
ψ

fû = ûF
ψ

nû ûk g (sP ) û
ûk n (sP ) û

(19)

通过平衡方程,可求出由张力产生的侧滑分力 F
→

s大小等于 (19)式 F
→

f 的大小。因为摩擦力的数

值受压力和摩擦系数决定,所以平衡不是总能成立的。要使纤维侧向的滑线分力由摩擦力平衡

必须满足下述条件:

ûF
ψ

sû ≤ ûF
ψ

fûm ax = ûF
ψ

nû õ Λm ax (20)

将 (19)式代入 (20)式得

ûk g (sP ) û
ûk n (sP ) û ≤ Λm ax (21)

这就是非测地线稳定缠绕的内蕴几何条件,与文献[ 1 ]给出的条件 (1)式相比,本文中综合考虑

了 k g、k n 的符号对 F
→

f、F
→

n 方向的影响,所以更为严密。

3　曲面外法矢的确定
　　我们注意到微分几何理论只介绍了确定曲面法线的一般公式,即

n
→

=
r
→

u × r
→

v

û r
→

u × r
→

v û
(22)

显然交换 u、v 参数的取法,则 r
→

u 就变成了 r
→

v ,对应 n
→

也改变了符号。由此可见这种算法不能确

定法线到底指向曲面的哪一侧。前述公式中的 n
→

就有这种不确定性。可是在缠绕工艺中,必须

判断张力在法线方向的分力是压向芯模表面还是相反。如果我们能确定式 (22)中的 n
→

与确定

的外法矢符号关系,则张力在法线方向的分力相对外矢的符号也就可以计算出来了。

图3　确定曲面外法矢的方法

F ig. 3　M ethod fo r determ in ing the direction

　of the ou tw ards no rm al to the su rface

　　如图3所示,我们首先选取所求法线点 P 处切平面两

侧的两个已知点Q 1、Q 2。例如对于回转曲面,可以取点 P

下对应回转轴上的一点Q 1,并由直观规定点Q 1位于芯模

表面的内侧。因点Q 1位于切平面的下方,显然外法线 n
→

与

PQ 1的夹角A 大于
Π
2
。于是我们有确定曲面外法矢的公式

来补充 (22)式

sign (n
→

õ PQ 1) =
1　　n

→

为内法线

- 1　n
→

为外法线
(23)

显然,当Q 2在曲面外侧,切平面上方时 (夹角为B ) , 结论

与 (23)相反。
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4　构件缠绕工艺性的判据
4. 1　判据1

　　再分析式 (18) ,这里规定 n
→

为外法矢。实际情况中正压力的反力 F
→

n 只可能与 n
→

同向,即 Υ

= 0;另外因为要产生摩擦力必须有ûF
→

nû> 0,从式 (18)可推出只有 k n (sP ) < 0。意即若要张力产

生正压力,在纤维轨迹的切方向上,曲面应朝外法线相反的方向弯曲。这是非测地线缠绕的先

决条件。

　　反之若 k n (sP )≥0将 (18)移项有

　　2k n (sP ) ( l) ûT
→

2û+ ûF
→

nû= 0] 当 k n (sP ) = 0时, ûF
→

nû= 0;当 k n (sP ) > 0时, F
→

n 不存在。

这意味着若在纤维轨迹的切线方向的法曲率大于或等于零,非测地线缠绕就无法实现。特别是

当该法曲率大于零时,将产生纤维架空。因为此时在纤维轨迹的切向,曲面朝外法线的相同方

向弯曲。

4. 2　判据2

　　由式 (21)可以建立针对已知曲面非测地线稳定缠绕的纤维轨迹方程。以力学设计给定的

关键点处的缠绕角为已知条件,先假设一个虚拟摩擦系数,将其代入纤维轨迹方程用数值迭代

法反求得摩擦系数。若求得的摩擦系数大于实验值或经验值,说明按设计缠绕角实施缠绕要发

生滑线。这是非测地线缠绕的校验条件。不滑线的最大摩擦系数可由文献[ 1 ]中给出的方法确

定。

5　结束语
　　文中利用的活动标架能将曲面 (芯模)与其上的曲线 (纤维)联系起来,通过对充分小的纤

维微段建立静力平衡方程,化简得到了非测地线稳定缠绕的条件。通过该条件,可以推出工程

上常用的曲面的非测地线稳定缠绕的纤维轨迹方程。求解该微分方程时,应将不易求解的弧长

参数替换掉。
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D ER IVATION OF THE STABL E COND ITION OF NON-GEOD ESIC W IND ING AND

CR ITER IA OF M ANUFACTURAB IL ITY OF F ILAM ENTW IND ING

Su Hongtao　　L iu H uam ing　　L u H ua
(N ational Key L abo rato ry of CAD & CG in Zhejiang U niversity, H angzhou 310027)

(3 M echan ical Engineering D epartm en t of H arb in Institu te of T echno logy, H arb in 150001)

Abstract　　Fo r the first t im e, th is paper p resen ts the m athem atica l derivat ion of non2
geodesic w inding on a genera l su rface. It am ends the theo ret ica l defects of pub lished litera2
tu re and m akes non2geodesic w inding theo ret ica lly convincing. It a lso gives an algo rithm to

determ ine the ou tw ards directed no rm al vecto r. Based on th is m ethod, criteria to evaluate

the m anufactu rab ility of w inding are concluded.

Key words　　f ilam en t w inding, no2condit ion fo r non2geodesic w inding, m anufactu rab ility

of f ilam en t w inding

(上接第139页)

　　①与④比较,④的价格约为①的3倍,④的重量约为①的60%。因此,对于卡车等价格竞争严峻的车种多使
用①,相反地重视减轻重量的轿车等则多使用④。
　　从表中所列情况可知,天然气汽车以卡车为多,由此也可知 CN G 容器的材质的比例是①和②约占70% ,

而④占30%。
　　具体情况是,在长野冬奥会上使用的30台丰田皇冠轿车中装载钢管D rum 公司的④型118L 容器和 SC I

公司的④型50L 容器各一个。
　　理所当然,如果CN G 汽车的需要量增加, CN G 用气瓶的需要也随之增加,除上述公司之外,有迹象表明
有新的公司将涉足这一领域。

　　　　CN G 容器厂家钢管D rum 公司设气瓶车间
　　现在日本国内导入天然气 (CN G)汽车的车种和厂家如下:

　　轻型汽车——大发 J ,大发M

　　小型货车——日产AD 货车,三菱B ,丰田箱型货车
　　轿　　车——丰田皇冠,日产CöG,本田C2GX

　　卡　　车——马自达 T itan,丰田D ynaöA ce,三菱Canter,五十铃 E lf,日产柴油Condo r

　　垃 圾 车——五十铃 E lf,马自达 T itan,日产柴油Condo r

　　大型公车——日产柴油,五十铃汽车
　　这些CN G汽车所装的CN G容器由前述四个公司供应。
　　其中,约占日本国内CN G容器需要60%的钢管D rum 公司为 (1) 丰田皇冠、(2) 日产CöG、(3) 日产AD、
(4) 三菱Ro sa (公车)和 (5) 日产柴油Condo r五种车制造铝内衬 FW 补强的复合材料容器,为 (6)丰田箱型货
车、(7) 日产柴油路线公车、(8) 丰田D ynaöA ce、(9) 三菱Canter和 (10)五十铃E lf拉圾车五个车种及 (11) 五
十铃 E lf卡车和 (12) 二吨型马自达 T itan 两车种的一部分制造钢制CN G容器。
　　钢管D rum 公司为应付将来铝衬 FW 补强容器的需求增长,去年投资约1亿7千万日元,新设以制造 CN G

容器为主要目的的“燃气容器车间”(在日本钢管公司川崎工厂内) ,于去年12月18日举行了竣工式,并决定从
今年4月正式投产。
　　新车间为钢筋混凝土结构,车间宽25m、长60m (檐高8. 58m ) ,建筑面积1500m 2,另有200m 2的办公楼,把旧
车间的 FW 装置搬进新车间内。
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