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三维机织复合材料纱线束截面变形研究

杨连贺，李　姜
（天津工业大学 计算机学院，天津３００１６０）

摘　要：　基于经典的双凸模型，采用正负预重叠法，结合可视化技术，研究了三维机织复合材料纱线截面的变

形规律，提出了“凹凸交变模型”，导出了截面变形函数。研究结果表明，纱线束截面沿纱线长度方向按凹凸交变

的规律呈周期性变化。这一研究成果修正了一直以来的恒定截面假设，使截面研究有了新的进展。
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　　三维机织复合材料纱线束截面变形问题一直困

扰学术界。理论研究的复杂性和实验研究的破坏性，

使这一问题长期以来无人问津，至今尚未解决。

长期以来，由于三维机织复合材料纱线束截面

的变形情况颇为复杂，且不便于通过实验手段对其

中一条纱线束的截面进行跟踪观察，以致前人对此

鲜有研究。迄今为止，“恒定截面假设”一直主宰着

学术界，变截面模型始终未见报道。各种各样的力

学性能预测模型虽屡见不鲜，但几乎都把截面形状

假设为某种固定不变的形式。纵观数十年来的学术

文献，截面假设主要有４类：早期主要是圆形
［１５］

和扁平形截面假设［６７］，尽管目前仍被一些学者采

用，但近年的研究以人们普遍接受的椭圆形［８９］和

双凸形假设［１０１２］为盛。最近又有学者提出长方

形［１３］、跑道形假设［１４］。

上述各种假设都基于一种观点———截面恒定不

变，这显然与实际相悖。截面尺度与单胞尺度同属

一个数量级，从这个意义上讲，多数模型都应考虑

截面变形问题。因此，以恒定不变的截面代替原本

变化的截面进行建模，是导致力学性能预测误差的

直接原因。

基于几何法的复合材料力学性能预测模型很

多。因截面尺度不可忽略，任何基于几何法的模型，

其精度都不可避免地受到恒定截面假设的影响。

随着计算机技术的发展，有限元分析软件层出

不穷，功能日渐增强，已成为工程上进行力学性能

分析的有效手段。有限元的本质是把分析对象分割

成小的单元，该方法本身对截面假设的合理性要求

尤为突出。因此，解决截面变形问题，对于提高有

限元分析法的预测精度意义重大。

本文作者在双凸模型的基础上，采用正负预重

叠法，结合可视化技术，探索了纱线束截面的变形



规律，提出了“凹凸交变模型”，并从数学角度推导

出了反映纱线束截面变形规律的曲面方程。基于该

模型构建了三维数据场，采用 ＶＴＫ（Ｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎ

ｔｏｏｌｋｉｔ，可视化工具箱）软件包进行了体重建，并将

获得的截面形状与实际的复合材料纱线束截面进行

了对比，取得了较好的一致性。

１　经典截面假设及其问题

设空间直角坐标系为右手系，经纬纱分别沿

狓、狕方向排列，狔向为复合材料厚度方向。

单根纤维（纱线）作为个体没有两根完全相同

的，但纱线的中心线大致呈正弦波状是毋庸置疑

的，这在一定精度下经得起试验。因此，一些经典

文献［１５］将中心线假设为正弦波形状，本文中也不

例外。

尽管很多文献认为纤维束截面为双凸形，但实

际上“双凸”是一个很含糊的概念。从各种文献的公

式推导来看，主要有球冠状、跑道状和正弦波状三

种情况，本文中采用最后一种假设。

根据上述假设，先按各纱线中心线构建单胞框

架，再将中心线扩展为双凸形截面的纤维束，最后

等距离划分有限元网格。以所得数据构建三维空间

数据场并进行体重建时发现，经纬纱在交织部位存

在着严重的重叠现象，如图１所示。

图１　交织部位有限元重叠

Ｆｉｇ．１　Ｏｖｅｒｌａｐｐｅｄｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎｉｎｔｅｒｗｏｖｅｎｌｏｃａｔｉｏｎ

重叠的原因为，经纱与纬纱的“线扩体”是独立

进行的，因此只能保证单根纱线束内的有限元衔接

良好，无法保证交织处有限元的合理衔接。无疑，

交织区域的经纬元不是相互重叠就是留有空隙。

众所周知，经典的双凸形截面假设用于仿真二

维复合材料的纱线截面是比较理想的，但将其推广

到三维时出现了上述问题。

２　正负预重叠法及其局限性

实际的三维机织复合材料，经纬纱自然交织，

既无空隙，又不重叠。那么，如何对上面构建的三

维空间数据场进行修正呢？本文作者利用“正负预

重叠法”对此进行了尝试。

所谓预重叠，顾名思义就是预先使经纬元重

叠，然后逐步消除之。重叠分两种情况———正重叠

与负重叠。前者指真正意义上的重叠，即经纬元交

叉；后者则指经纬元之间存在不应有的空隙。正负

预重叠法试图通过“各退半步”的策略解决这两类重

叠问题，其算法如下：

ＲＥＰＥＡＴ

　ＦＯＲ交织区的每一个经纱有限元

　　　查找与之交织且狓，狕坐标相同的纬纱

有限元

　　　ＩＦ重叠

　　　　　各退半步（移动重叠部位使之恰好

衔接）

　　　连接断裂纱线（平滑处理）

　　　调整层间距

ＵＮＴＩＬ无重叠有限元

算法本身并不难，但相当耗时。原因在于，对

单根纱线而言，每个元均与其前后左右元相连，修

改一处，影响多处，可谓牵一发而动全身。不仅如

此，解决了重叠问题后，一根纱线在两个交织区的

结合处极有可能发生“断裂”，如图２所示。所以，

各退半步之后，尚需连接“断纱”（网格平滑处理）。

这一过程中，难免出现新的重叠。尽管重叠量要小

一些，但仍需再度连接。

图２　纱线束断裂切片示意图

Ｆｉｇ．２　Ｓｌｉｃｅｏｆｂｒｏｋｅｎｆｉｂｅｒｔｏｗｓ

处理重叠、连接断纱，这两个步骤交替进行，
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一直进行到各有限元与其周边的有限元衔接良好，

符合网格剖分的要求为止。

有限元分析的第一步乃对象离散化，即网格剖

分。从理论上讲，只要能够生成网格数据，形成数

据文件，其余的工作交给有限元分析软件去做即

可。但工程上必须要考虑效率问题。归根结底，上

述算法虽理论上可行，但实际运算量相当大，尤其

是网格划分较密时。

应当指出，正负预重叠算法的执行过程，就是

经纬纱有限元不断沿狔方向上下移动的过程，同时

也是网格平滑过程。这一过程是收敛的，从而使纱

线束截面形状发生自然变化，逼近实际纱线束截面

的变形。

３　三维数据场的可视化

虽然使用正负预重叠法得到了复合材料的三维

数据场，同时也知道纱线束截面的确发生了改变，

但纱线束截面究竟呈何种形状？这只能凭借我们的

头脑去想象了。可视技术的缺乏，使很多学者的研

究停留在这一点上，徘徊不前，无法逾越。

可喜的是，利用在图形图像领域十分流行的科

学计算可视化技术，可以对这个数据场实施三维重

建（体重建），直观展现复合材料的三维模形，甚至

可以看到树脂区的透明效果，极其逼真地显示复合

材料。不仅如此，还可以通过对三维体的缩放、旋

转、切片、兴趣区的再重建等，进一步挖掘隐含的

信息，发现隐藏的规律，识破“庐山真面目”。

ＶＴＫ是一个开放源代码、功能强大的三维可

视化工具包。由于它是开放式的免费软件，而且具

有强大的三维图形功能，具有良好的体系结构和高

度的灵活性、可移植性，目前在欧美已经十分流行。

采用ＶＴＫ对划分的网格数据进行体重建，辅

之以光照、着色等效果，能够从任意角度观察纱线

束，纱线束全貌一览无余，如图３所示。

前已提及，难以采用实验手段，对同一条纱线

的截面变化进行跟踪。而利用可视化技术，体重建

后进行体切割，可以很方便地观察纱线束截面形

状，如图４所示。通过移动图中的方框（切割面），

可对截面渐变过程了如指掌。

无疑，纱线截面是我们的兴趣区。可以等间距

或有选择地截取若干截面，再重建（二维重建即可）

后加以研究。

图３　单根纱线束体重建

Ｆｉｇ．３　Ｖｏｌｕｍｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆａｓｉｎｇｌｅｆｉｂｅｒｔｏｗ

图４　纱线束的体切割

Ｆｉｇ．４　Ｖｏｌｕｍｅｃｕｔｔｉｎｇｏｆａｆｉｂｅｒｔｏｗ

４　截面变形规律及变形原因剖析

４．１　截面形状变化规律

作为典型，本文中选择了与两条相邻经纱相交

织的一条纬纱，即平纹结构中的纬纱，研究其截面

变形规律。图５上部所显示的，就是在整个单胞范

围内，纬纱截面沿狕轴方向的渐变过程（仅列几个

最典型的截面）。其中，间隔越大，表示省略的过

渡性截面越多。

不难看出，在单胞表面及单胞中央位置，纱线

截面呈双凸形。请注意，由于前一个单胞的结束，

就是后一个单胞的开始，所以首尾的两个双凸形可

视为１个。这样，在１个周期内，除了“上翘形”和

“下翘形”各出现１次外，其余形状的截面均出现了

２次。

奇怪的是，在实验中，人们观察到的大都是出

现概率比较小的“上翘形”和“下翘形”截面（图７），

难觅“双凸”之踪影，与此处所言的规律大相径庭。

对此稍后再作解释。

尽管图５中略去了大量的过渡性截面，但上述

·００２· 复 合 材 料 学 报



截面已足具代表性了，读者不难想象略去的各种过

渡性截面的形状。

图５　截面上下轮廓线振幅沿狕轴的变化

Ｆｉｇ．５　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｔｏｐ牔ｂｏｔｔｏｍ

ｏｕｔｌｉｎｅｓｏｆｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎａｌｏｎｇ狕

如果把所有截面（包括略去的）的波峰点连成一

条曲线，则这条曲线将呈正弦波形状。波谷点亦

然。由于正弦函数值正负交替地出现，对应于截面

形变，自然就是凹凸交替了，而且按正弦规律循环

往复，“凹凸交变模型”由此得名。

４．２　截面形状成因剖析

在图５中，双凸形截面出现在中央及两端（犃、

犈、犐三点），这正是与纬纱相交织的两条相邻经纱

的交界处。纬纱的这一特殊部位，受到的是来自两

条经纱的剪切力，作用于同一剪切面上（此处的纬

纱横截面），大小相等，方向相反，其结果是把纤维

束中的纤维围裹得更加紧凑，但不致使截面发生变

形，故截面仍保持其原有的双凸形。

“上翘形”截面存在于经纬纱交织区域的中心附

近，且经纱在上，纬纱在下。“下翘形”截面的位置

与此相对，即经纱在下，纬纱在上。上翘、下翘程

度最大的部位（犆与犌 两个极值点），正是经纱中心

线所在位置，经纱对纬纱的挤压力达到峰值，致使

纬纱截面变形达到最大。

不难想象，切割复合材料时，如果沿着某条经

纱的中心线切割，那么看到的纬纱截面将是上翘、

下翘最大的；相反，若沿着两条经纱的边缘线切

割，则看到的纬纱截面将是双凸形的。实际切割

时，一般介于两者之间，所以，看到的截面以尚未

达到极值状态的“上翘形”和“下翘形”截面居多，偶

见圆冠形截面，双凸性截面更是罕见。因此，实际

的复合材料中大量出现“上翘形”和“下翘形”截面形

状也就不足为奇了。

“上平下凸”与“上凸下平”的圆冠形过渡性截面

各出现两次（犅、犇、犉、犎 点），而且均出现在极限

状态的两侧，即出现在相邻经纱交界处与经纱中心

线之间。这些区域位于经纱挤压力最大与最小的过

渡区，所以，呈现过渡性截面形状是理所当然的。

４．３　截面变化的数学模型

由图５可知，纬纱截面沿狕方向按凹凸交替的

规律发生周期性变化。因此，截面轮廓线是狕的函

数；同时，单就某一截面而言，其上下轮廓线均随

狓的变化呈正弦波规律改变，所以截面轮廓线也是

狓的函数。归根结底，截面的变化最终体现在狔方

向上值的改变，故可以预测，数学模型应具有狔＝

犳（狓，狕）的形式。现根据截面变形规律推导之。

先看一下纬纱起始位置的截面（图５中犃点对

应的截面）。显而易见，上轮廓线是正弦波的前半

周期。设纤维束宽度为犠，厚度为犺＝犺ｔ＋犺ｂ（犺ｔ与

犺ｂ分别是纬纱上下表面轮廓线正弦波的振幅），则

截面之上轮廓线的曲线方程为

狔ｔ＝犺ｔｓｉｎ
π
犠（ ）狓 （１）

其实，此处的犺ｔ并非恒定值，而是随狕而变的

函数，即犺ｔ＝犳ｔ（狕），故应将式（１）写成

狔ｔ＝犳ｔ（狕）ｓｉｎ
π
犠（ ）狓 （２）

在图５中，观察犺ｔ随狕的变化。犺ｔ开始为正值

（犃点），随着狕的增加，逐渐递减为０（犅点），之后

变为负值，并继续递减，到达极值点犆后才逐渐递

增为０（犇点），然后递增为正值。可见其变化呈正

弦曲线规律，只是符号相反。还可以看到，截面上

翘的极限处对应波峰，幅度为３犺／２，截面下翘的极

限处对应波谷，幅度为－犺／２。所以，若设纬纱在

单胞内的跨度为犔，则这个函数应为

犳ｔ（狕）＝
犺
２
－犺ｓｉｎ

２π
犔（ ）狕 （３）

将式（３）代入式（２），得到纬纱上表面的曲面函数

狔ｔ＝
犺
２
１－２ｓｉｎ

２π
犔（ ）［ ］狕 ｓｉｎ

π
犠（ ）狓 （４）

此处，狓∈［０，犠］，狕∈［０，犔］。

同理可以导出纬纱下表面的曲面函数

狔ｂ＝－
犺
２
１＋２ｓｉｎ

２π
犔（ ）［ ］狕 ｓｉｎ

π
犠（ ）狓 （５）

其中，狓、狕的取值区间与式（４）相同。

就单根纬纱整体而言，其中心线是正弦曲线，

其方程为

狔＝狔０＋犃ｓｉｎ
２π
犔（ ）狕 （６）

·１０２·杨连贺，等：三维机织复合材料纱线束截面变形研究



其中：犃是振幅，与材料的厚度有关；狔０是该纬纱

在单胞中所处层的狔向坐标。

将纬纱的中心线方程与上下表面的曲面方程相

结合，最终得到纬纱的曲面方程

狔ｔ＝狔０＋犃ｓｉｎ
２π
犔（ ）狕 ＋犺２ １－２ｓｉｎ

２π
犔（ ）［ ］狕 ｓｉｎ

π
犠（ ）狓

狔ｂ＝狔０＋犃ｓｉｎ
２π
犔（ ）狕 －犺２ １＋２ｓｉｎ

２π
犔（ ）［ ］狕 ｓｉｎ

π
犠（ ）

烅

烄

烆
狓

（７）

式（７）以数学模型的形式描述了三维机织复合

材料纬纱的形态。经纱的情况比纬纱复杂一些，而

且与纱态［２］相关。进一步的研究表明，当纱态为２

时，经纱的变形情况可用式（７）表述（由于经纱沿狓

方向，故式中狓与狕需互换）。当纱态为１时，经纱

的屈曲程度降低，凹形截面不复出现，式（７）变为

狔ｔ＝狔０＋犃ｓｉｎ
２π
犔（ ）狓 ＋

犺

２
１－ｓｉｎ

２π
犔（ ）［ ］狓 ｓｉｎ

π
犠（ ）狕

狔ｂ＝狔０＋犃ｓｉｎ
２π
犔（ ）狓 －

犺

２
１＋ｓｉｎ

２π
犔（ ）［ ］狓 ｓｉｎ

π
犠（ ）

烅

烄

烆
狕

（８）

当纱态为０时，经纱的屈曲程度进一步降低，

降低到与平面织物情况完全相同，这时连一面平一

面凹的情况都不出现，式（８）退化为

狔ｔ＝狔０＋犃ｓｉｎ
２π
犔（ ）狓 ＋

犺
２
ｓｉｎ

π
犠（ ）狕

狔ｂ＝狔０＋犃ｓｉｎ
２π
犔（ ）狓 －

犺
２
ｓｉｎ

π
犠（ ）

烅

烄

烆
狕

（９）

图６　纱线挤紧前后纱线截面变化示意图

Ｆｉｇ．６　Ｔｏｗｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｖａｒｉａｔｉｏｎｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｊａｍ

细心的读者不难发现，从式（９）、式（８）到式

（７），其实只是一个系数之变化。纱态为０、１、２

时，该系数为０、１、２。可以推而广之，将其泛化为

狀。最后得到描述经纱形态的通用函数

狔ｔ＝狔０＋犃ｓｉｎ
２π
犔（ ）狓 ＋

犺

２
１－狀ｓｉｎ

２π
犔（ ）［ ］狓 ｓｉｎ

π
犠（ ）狕

狔ｂ＝狔０＋犃ｓｉｎ
２π
犔（ ）狓 －

犺

２
１＋狀ｓｉｎ

２π
犔（ ）［ ］狓 ｓｉｎ

π
犠（ ）

烅

烄

烆
狕

（１０）

狀愈大，经纱跨越的层数就愈多，在屈曲处的凹凸

程度愈大。可见，理论分析与实际是一致的。

此外，上述讨论是以平纹结构中的纱线为例进

行的。对于缎纹结构，可以采取分段的方式“分而

治之”，即：交织处采用式（１０）进行计算，其中下降

段使用狓∈［犔／４～３犔／４］区间，上升段使用其余区

间；非交织处视情况取狓＝犔／４或３犔／４处之值即

可。限于论文篇幅，此处不复赘述。

５　复合固化对截面形状的影响

基于上述数学模型，根据单胞内的纱线种类

（决定方向）、纱线形态［２］（决定振幅犃）、纱线位置

（决定起始坐标）、纱线宽度犠、纱线厚度犺、纱线

在单胞内的跨度犔，给定狓、狕两个方向上的网格划

分密度，便可以直接通过计算得到机织预制件的三

维数据场。

需要强调的是，预制件经复合固化后，纱线束

经过挤压，截面形状势必要发生变化。同时，经纬

纱中心线也会在一定程度上趋缓。然而，直接通过

数学模型而得到的数据场是理想化的，所以必须采

取措施加以修正。换言之，必须要考虑纤维在“挤

紧”时的形态。

在前述的迭代过程中，纱线的层间距每次都调

整为０（图６（ａ））。为了使纤维处于挤紧状态，故意

使层间距由０变为负数。不难想象，在仍旧使用式

（７）、式（１０）的前提下，交织区域的纱线仍然吻合

良好，但相邻层之间的纱线将出现重叠（图６（ｂ））。

解决重叠问题的方法必须建立在截面面积不变

的基础上。数值分析中的样条曲线拟合对解决这类

问题十分奏效。为了提高拟合精度，左右两个“半

截面”的轮廓线宜分别进行拟合。现以左半面为例

说明之。

各退半步后，轮廓线的中点坐标、左端点坐标

·２０２· 复 合 材 料 学 报



图７　复合材料照片及其数值仿真结果

Ｆｉｇ．７　Ｐｈｏｔｏｏｆｐｈｙｓｉｃａｌｃｏｍｐｏｓｉｔｅａｎｄｉｔｓｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔ

均成为已知数，且中点的导数为零，上下轮廓线所

围区域的面积（用定积分计算）则是一个固定值。根

据上述４个条件，可列出４个一次方程，联立求解

后，可求出３次样条曲线对应的插值多项式的四个

系数，由插值多项式可求得左半面所有有限元的坐

标，进而得到新的截面（图６（ｃ））。当对所有经纬纱

的截面均作同样的处理后，将生成最终的经纬纱有

限元。

须指出，３次样条曲线拟合使纱线截面的轮廓

线自然变形，因而比较真实地模拟了实际纱线的截

面形状。图７（ａ）为复合材料的扫描电镜照片
［５］，图

７（ｂ）为数值仿真的结果。

经纬纱有限元的生成意味着复合材料纤维部分

数据场的生成。之后便可对场中数据作缝隙检查，

构造纯树脂区有限元，进而完成整个复合材料的有

限元网格剖分。网格剖分超出本文讨论范围，故不

详述。

６　结　论

（１）截面尺度与单胞尺度属同一量级，故力学

分析模型不可忽略截面尺度的变化，即不可将变化

的截面视为恒定的。

（２）正负预重叠算法的执行过程，就是经纬纱

有限元不断沿材料厚度方向移动的过程，其移动量

收敛于０。

（３）纱线束截面的上下轮廓线大致呈正弦波

状，其振幅沿纱线长度方向近似按正弦规律呈周期

性变化，致使截面形状凹凸交替，周而复始。

（４）在经纬纱交织区域的边界，纱线束截面呈

双凸形；在交织纱的中心线处，上方纤维束截面呈

极限下翘形，下方纤维束截面呈极限上翘形；在其

余区域，截面呈过渡性形状。

（５）以所推导的数学模型为基础，并考虑挤紧

状态下纱线截面的变化后，截面变形仿真结果与实

际复合材料纱线束截面基本一致。
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