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基于有效三维损耗矩阵的复合材料

层合板模态阻尼预测

关永军，危银涛
（清华大学 汽车工程系 汽车安全与节能国家重点实验室，北京１０００８４）

摘　要：　为了在复合材料层合板阻尼分析中既考虑层合板厚度方向应力、应变对结构阻尼的贡献，又不增加厚

度方向的单元数量，基于复合材料的有效三维阻尼矩阵预报理论，建立了新的高效复合材料结构模态阻尼的三维

有限元预测方法。沿层合板厚度方向将原结构分成若干亚层，每一亚层包含若干单层。根据合成理论计算每一亚

层的刚度矩阵、柔度矩阵和有效三维阻尼损耗矩阵。对亚层划分单元，进行结构的有限元模态分析。根据模态分

析结果，利用有效三维阻尼矩阵求出各个模态对应的模态阻尼。利用该理论，分别计算了单向层合板、对称层合

板以及厚板的结构模态阻尼。数值计算结果表明，该方法具有很好的适用性，其优点在于既考虑了板厚方向的阻

尼贡献，又减少了厚度方向的单元数，提高了计算的准确性和效率。
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　　纤维增强的聚合物基复合材料（ＦＲＰ）由于具有

很高的比强度、比刚度，在航空航天、交通、风力

发电等领域得到广泛的应用。复合材料还具有很好

的阻尼特性，可以改善大型结构的动力学性能及疲

劳性能［１２］。在复合材料的设计、加工过程中，通

过改变铺层的角度、铺层的厚度以及层数，可以改

变结构的阻尼特性。研究高效的多层复合材料阻尼

预测方法，具有重要的理论和应用价值［３６］。

表征复合材料结构阻尼的方法主要有复刚度法

和应变能法。在阻尼预测方面，由于结构的复杂

性，获得解析解比较困难，利用有限元对复合材料

结构进行模态阻尼分析是目前常用的方法［７８］。所

用的单元类型主要可以分为２大类：板壳有限元和

三维有限元。板壳理论因为不能考虑板厚方向的阻

尼贡献，当板的厚度增大时，会产生较大的偏差；

三维有限元由于需要在各个单层上划分单元，层合



板数量增加时会导致所需单元数的急剧增大，使计

算效率降低，同时单元尺寸在不同方向的差异可能

会导致刚度矩阵的病态，造成收敛的困难。本文中

基于这种情况，在作者提出的有效三维阻尼矩阵概

念的基础上，发展了一种新的高效的复合材料结构

阻尼三维有限元预测方法，该方法既能考虑到板厚

方向的阻尼贡献，又减少了厚度方向的单元数，提

高了计算的准确性和效率，能够有效地预测分析结

构模态阻尼，为复合材料的阻尼优化打下了基础。

首先，沿层合板厚度方向将原结构分成若干亚

层［９］，每一亚层包含若干单层。根据合成理论计算

每一亚层的刚度矩阵、柔度矩阵［１０］和有效三维阻

尼损耗矩阵［９，１１］。其次对亚层划分单元，进行结构

的有限元模态分析。最后根据模态分析的结果，利

用有效三维阻尼矩阵求出各个模态对应的模态阻尼。

１　多层复合材料的有效刚度矩阵和有效阻

尼矩阵

层合板的每一单层具有正交各向异性，对于含

有多个单层的亚层，可以将其有效应力和有效应

变［１０］定义为

σ
－
犻犼 ＝

１

犞∫犞σ犻犼ｄ犞，　ε
－
犻犼 ＝

１

犞∫犞ε犻犼ｄ犞． （１）

其中犞 是含有多个单层的亚层代表性体积单元的

体积，这种亚层代表性体积单元在面内方向保持无

穷小以使应力、应变在代表性体积单元内保持均

匀，根据这一假设，有效应力、应变可以表示为

σ
－
犻犼 ＝∑

犖

犽＝１

狏犽σ
犽

犻犼
，　ε

－
犻犼 ＝∑

犖

犽＝１

狏犽ε
犽

犻犼． （２）

其中：σ
犽

犻犼
和ε

犽

犻犼
是犽层层片的应力、应变，犽层的体

积分数为狏犽＝狋犽／犺；狋犽 是第犽层厚度，犺是总厚度。

考虑应力和位移的连续性条件，可以进一步假设：

ε
犽

狓狓 ＝ε
－

狓狓
，ε

犽

狔狔 ＝ε
－

狔狔
，ε

犽

狓狔 ＝ε
－
狓狔，

σ
犽

狕狕 ＝σ
－

狕狕
，σ

犽

狔狕 ＝σ
－
狔狕，σ

犽

狓狕 ＝σ
－
狓狕，犽＝１～犖． （３）

有效弹性应力和有效弹性应变之间通过有效弹性刚

度矩阵［珚犆］来联系：

［σ
－
狓狓　σ

－
狔狔　σ

－
狕狕　σ

－
狔狕　σ

－
狓狕　σ

－
狓狔］

Ｔ

　 ＝ ［珚犆］［ε
－
狓狓　ε

－
狔狔　ε

－
狕狕　ε

－
狔狕　ε

－
狓狕　ε

－
狓狔］

Ｔ （４）

有效弹性柔度矩阵可以通过对有效弹性刚度矩阵求

逆得到

［珔犛］＝ ［珚犆］－
１ （５）

有效工程模量可以由有效柔度矩阵得到。关于有效

弹性刚度矩阵的预报和求取方法，可以参考Ｓｕｎ
［１０］

等人的工作。

对于作周期简谐振动单层板，在一个周期内损

耗的能量可以表示为

δ犠 ＝∫Ω
δ狑ｄ犞 ＝∫Ω

１

２
σ
－Ｔ［φ］ε

－
ｄ犞 （６）

如果泊松比不随时间变化且取材料的主方向为坐标

轴，单层板的损耗矩阵有很简单的形式［８，１２１３］

［φ］＝

φ１１

φ２２

φ３３

φ２３

φ１３

φ

熿

燀

燄

燅１２

（７）

单层板对角损耗矩阵的各元素可由实验确定，也可

根据基体和纤维的性质由细观理论确定。

在偏轴角度下应用公式（６）时，需对其进行旋

转变换，设材料１２平面绕３轴旋转θ，此时

δ犠 ＝∫Ω

１

２
σ
－Ｔ犚Ｔ［φ］犚

－Ｔ
ε
－
ｄ犞 ＝∫Ω

１

２
σ
－Ｔ［φ］αε

－
ｄ犞

（８）

其中

［φ］α ＝犚
Ｔ［φ］犚

－Ｔ （９）

犚＝

犿２ 狀２ ２犿犿

狀２ 犿２ －２犿犿

１

犿 －狀

狀 犿

－犿狀 犿狀 犿２
－狀

熿

燀

燄

燅２

，

犿＝ｃｏｓθ，狀＝ｓｉｎθ． （１０）

由于［φ］对角形式，经过上述转换后，［φ］α 有下面

的形式：

［φ］α ＝

φ１１ φ１２ φ１６

φ２１ φ２２ φ２６

φ３３

φ４４ φ４５

φ５４ φ５５

φ６１ φ６２ φ

熿

燀

燄

燅６６

（１１）

对于亚层代表性体元，每个应力循环单位体积耗散

的能量为

δ狑＝
１

犞∫犞δ狑
犽ｄ犞 ＝

１

犞∫犞
１

２
σ
－Ｔ

犽
［φα］犽ε

－
犽ｄ犞

＝
１

２∑
犖

犽＝１

σ
Ｔ

犽
［φα］犽ε犽狏犽 （１２）
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如果可以将其写成

δ狑＝
１

２
πσ
－Ｔ［φ

－］ε
－ （１３）

则亚层板的能量耗散密度可以通过有效应力σ
－、有

效应变ε
－ 和有效阻尼（损耗）矩阵［φ

－］来得到［９］。

下面考察每个单层板的能量耗散密度：

Δ狑
犽
＝ ［σ狓狓　σ狔狔　σ

－
狕狕　σ

－
狔狕　σ

－
狓狕　σ狓狔］

犽·

φ１１ φ１２ φ１６

φ２１ φ２２ φ２６

φ３３

φ４４ φ４５

φ５４ φ５５

φ６１ φ６２ φ

熿

燀

燄

燅６６

ε
－

狓狓

ε
－

狔狔

ε狕狕

ε狔狕

ε狓狕

ε
－

狓

熿

燀

燄

燅狔

犽

（１４）

层合板的能量耗散密度可以表示为

Δ狑＝
１

犞∑犽
Δ狑犽狏犽 （１５）

经过冗长的推导，可以将亚层（含有多个单层板）能

量耗散写成如下的形式：

Δ狑＝
１

２
［ε
－ｉｎ］Ｔ［φ］１［ε

－ｉｎ］＋
１

２
［σ
－ｏｕｔ］Ｔ［φ］２［ε

－ｉｎ］

＋
１

２
［σ
－ｏｕｔ］Ｔ［φ］３［σ

－ｏｕｔ］ （１６）

上式第１项表示面内的能量损耗，第２项和第３项

表示面外相关的能量损耗。其中

［ε
ｉｎ］＝ ［ε

－
狓狓，ε

－
狔狔，ε

－
狓狔］

Ｔ，［σ
ｏｕｔ］＝ ［σ

－
狓狕，σ

－
狔狕，σ

－
狕狕］

Ｔ

（１７）

［φ］１、［φ］２ 和［φ］３ 的具体表达式见附录。

将式（１６）的面外应力和面内应变扩充为所有的

应力、应变分量，有

Δ狑＝
１

２
［ε
－］Ｔ［φ′］１［ε

－］＋
１

２
［σ
－］Ｔ［φ′］２［ε

－］

　＋
１

２
［σ
－］Ｔ［φ′］３［σ

－］

＝
１

２
σ
－Ｔ犛Ｔ［φ′］１ε

－
＋σ

－Ｔ［φ′］２ε
－
＋σ

－Ｔ［φ′］３犆ε（ ）－

＝
１

２
σ
－Ｔ（犛Ｔ［φ′］１＋［φ′］２＋［φ′］３犆）ε

－

　 ＝
１

２
σ
－Ｔ［φ

－］ε
－ （１８）

其中［φ′］１、［φ′］２、［φ′］３ 系将公式［φ］１、［φ］２ 和

［φ］３ 扩充为６×６矩阵，并将其中不参与运算元素

置为０所得，其表达式见附录。这样就得到了用亚

层的刚度矩阵、柔度矩阵表示的亚层有效三维阻尼

矩阵

［φ
－］＝犛

Ｔ［φ′］１＋［φ′］２＋［φ′］３犆 （１９）

其中：犛为亚层的合成柔度矩阵；犆为亚层的合成

刚度矩阵。

２　模态阻尼的三维有限元预测

首先将层合板若干个相邻的单层组合成亚层合

板，求出各个亚层的组合刚度和组合柔度［１０］，在亚

层上划分单元进行三维有限元模态分析，输出每个

单元所对应的模态应力和应变。接着由式（１９）求得

亚层的耗散矩阵，求出每个单元的能量耗散并在整

个结构上积分，得到每个模态下整个结构的能量耗

散。结构在该模态下存储的能量可以能量密度在整

个结构上积分得到。图１给出了原始的铺层结构和

图１　原始铺层结构与合并后的结构对比

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｏｒｉｇｉｎａｌｐｌｉｅｓａｎｄｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｐｌｉｅｓ

简化后的铺层结构。整个层合板的能量损耗可以表

示为

Δ犠 ＝
１

２∑犻
σ
－Ｔ

犻
［φ
－］犻ε

－

犻狏犻 （２０）

整个层合板的最大存贮能量为

犠 ＝
１

２∑犻
σ
－Ｔ

犻ε
－
狏犻 （２１）

式（２０）、式（２１）中犻表示单元编号，狏犻 表示第犻个

单元的体积。经过上述处理，结构在特定模态下的

能量耗散系数可以表示为

η＝
Δ犠
犠
＝
∑
犻

σ
Ｔ

犻
［φ
－］犻ε

－
犻狏犻

∑
犻

σ
－Ｔ

犻ε
－
犻狏犻

（２２）

公式（２２）中，如果只考虑面外应力和面外应变的阻

尼贡献，可以将面外阻尼表示为

ηｏｕｔ＝
Δ犠ｏｕｔ

犠
＝
∑
犻

σ
ｏｕｔＴ

犻
［φ
－］犻ε

ｏｕｔ

犻狏犻

∑
犻

σ
－Ｔ

犻ε
－

犻狏犻
（２３）

其中：σ
ｏｕｔ＝［０　０　σ狕狕　σ狔狕　σ狓狕　０］

Ｔ，

ε
ｏｕｔ
＝［０　０　ε狕狕　ε狔狕　ε狓狕　０］

Ｔ．

式（２２）表示的是结构在特定模态下的总阻尼，
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式（２３）表示的是总阻尼中由面外应力和面外应变对

总阻尼贡献。本文中所提出的方法在较少的单元划

分情况下可以考虑到面外阻尼的贡献，因此在计算

阻尼方面相对于板壳理论和常规三维有限元方法具

有优势。板壳理论不能考虑面外应力、应变对阻尼

的贡献，而常规三维有限元方法虽然可以考虑面外

阻尼的贡献，但需要在厚度方向划分较多的单元。

对于铺层较少的层合板，本文中所提方法在计算效

率方面的改进不是很大，但对于铺层数目较多的层

合板，则在计算效率方面具有显著的提高。

表１　算例１中的材料参数

犜犪犫犾犲１　犕犪狋犲狉犻犪犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊犳狅狉犮犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀１

犈１１／ＧＰａ 犈２２／ＧＰａ 犌１２／ＧＰａ 犌２３／ＧＰａ ν１２ φ１１
／％ φ２２

／％ φ１２
／％ ρ／（ｋｇ·ｍ

－３）

１９１．３７５ ４．５６４ ２．５５６ １．５９９ ０．３０４ ０．４５ ４．２２ ７．０５ １４９０

表２　单向铺层的复合材料层合板的模态阻尼预测

犜犪犫犾犲２　犕狅犱犪犾犱犪犿狆犻狀犵犳犪犮狋狅狉狊狆狉犲犱犻犮狋犻狅狀狅犳狌狀犻犱犻狉犲犮狋犻狅狀犪犾犾犪犿犻狀犪狋犲

Ｍｏｄｅ （犿，狀） Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ Ｐｒｅｓｅｎｔｍｅｔｈｏｄ
Ｃｌａｓｓｉｃａｌｌａｍｉｎａｔｅ

ｄａｍｐｉｎｇｔｈｅｏｒｙ

Ｄｉｓｃｒｅｔｅｌａｙｅｒ

ｄａｍｐｉｎｇｔｈｅｏｒｙ

１ （１，１）
犳 １３１．７９ １２９．２ １２８．８

η ０．９１２ ０．９９６ １．０３５

２ （１，２）
犳 １６２．０５ １６１．９ １６１．５

η ２．２５０ ２．５３１ ２．５６１

３ （１，３）
犳 ２３７．２７ ２４０．８ ２４０．２

η ３．４７０ ３．８４２ ３．８６１

４ （１，４）
犳 ３６０．７６ ３６８．５ ３６７．３

η ４．０１０ ４．３８９ ４．３９９

５ （２，１）
犳 ５０３．５７ ４９６．８ ４９０．８

η ０．７３７ ０．６０６ ０．７６１

６ （２，２）
犳 ５２１．１５ ５１６．８ ５１０．６

η １．０５０ ０．９９６ １．１４８

７ （１，５）
犳 ５２８．４６ ５４１．２ ５３８．８

η ４．２００ ４．５７５ ４．５８２

８ （２，３）
犳 ５６２．８３ ５６２．８ ５５６．３

η １．６３０ １．６８４ １．８２７

９ （２，４）
犳 ６４１．６３ ６４７．８ ６４０．３

η ２．３７０ ２．５３１ ２．６５４

１０ （２，５）
犳 ７３７．３５ ７８０．４ ７７２．３

η ４．２６０ ３．２９４ ３．３９０

３　算例和讨论

３．１　单向层合板的阻尼预测

对文献［１３］中 ＨＭＳＧｒａｐｈｉｔｅ／Ｅｐｏｘｙ复合材

料层合板进行分析，铺层方式［０１６］。分析时材料参

数见表１。在进行分析时，将相邻的４个单层组合

成１个亚层，在整个层合板上划分４层单元进行计

算。各阶模态的振型、频率及模态阻尼如表２所

示。从表２结果可以看出，这几种理论预测的结果

比较一致。这说明本文中提出的方法对于单向铺层

的层合板是适用的。

３．２　对称层合板的阻尼预测

对文献［１４１５］中的正方形 ＧＦＲＰ板进行分析，

材料常数见表３。铺层材料为［０／－６０／６０］２Ｓ。在进

行分析时，首先将每相邻的３个单层组合成１个亚

层，计算出各亚层的刚度矩阵，然后在亚层上划分

实体单元。如果采用常规的三维有限元方法，需要

划分１２层单元，而采用本文中的方法，只需要在厚

度方向划分４层单元。表４给出了计算的结果对

比。从结果可以看出，本文中采用了较少的单元数
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表３　算例２中的材料参数

犜犪犫犾犲３　犕犪狋犲狉犻犪犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊犳狅狉犮犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀２

犈１１／ＧＰａ 犈２２／ＧＰａ 犌１２／ＧＰａ 犌２３／ＧＰａ ν
１２ φ１１

／％ φ２２
／％ φ１２

／％ ρ／（ｋｇ·ｍ
－３）

３７．７８ １０．９ ４．９１ １．２７ ０．３ ０．８７ ５．０５ ６．９１ ２００３．５

量，获得的结果与常规三维有限元、实验测定的数

据比较符合，说明了该方法的可靠性。需要说明的

是，表４中第４、５阶模态频率和模态阻尼完全一

样，其原因在于本文作者所用的方法不能考虑铺层

次序所引起的不对称性所致。随着层合板层数的增

多及厚度的增大，这种近似和实际情况趋向一致。

表４　复合材料结构模态阻尼系数预测

犜犪犫犾犲４　犕狅犱犪犾犱犪犿狆犻狀犵犳犪犮狋狅狉狊狆狉犲犱犻犮狋犻狅狀狅犳犉犚犘犾犪犿犻狀犪狋犲

Ｍｏｄｅ
Ｐａｒａｍｅ

ｔｅｒｓ

Ｐｒｅｓｅｎｔ

ｍｅｔｈｏｄ

Ｒｅｇｕｌａｒ

ＦＥＭ
Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

１
犳 １０３．５４ ９８．２３ ９０．４０

η 　３．２２ 　３．９９ 　４．４０

２
犳 １５１．５７ １５１．９９ １４４．７０

η 　３．０６ 　２．９７ 　３．５０

３
犳 １８５．６６ １９２．３８ ２２２．３０

η 　１．９９ 　１．８８ 　２．６０

４
犳 ２６６．７３ ２５１．３５ ２６４．１０

η 　２．９６ 　３．５９ 　３．４０

５
犳 ２６６．７３ ２７２．２６ ２８１．１０

η 　２．９６ 　２．９７ 　３．００

６
犳 ４６８．１２ ４３９．２１ ４９２．６０

η 　２．４０ 　２．８７ 　２．７０

３．３　层合板厚度较大时的计算效率

正方形 ＧＦＲＰ复合材料板，铺层方式为［４５／

－４５］３２，边长１６０ｍｍ，单层厚度为０．２ｍｍ，材料

常数见表３。计算时相邻的１６层作为１个亚层，总

共划分４个亚层。面内的单元数为４００，总共１６００

个单元，计算所需的ＣＰＵ时间为３８．８ｓ，前六阶模

态振型示于图２。如果采用直接三维有限元，在保

持面内单元数量相同的条件下，总共需要２５６００个

单元，计算所用的ＣＰＵ时间为１７１２９ｓ（４．７８５ｈ）。

２种方法所预测的频率和各阶模态的比阻尼示于

表５。从中可以看出，对于厚板而言，面外应力、

应变分量对结构阻尼的贡献较大。在预测结果基本

相同的条件下，采用本文中的方法极大地提高了计

算效率，在本文算例中提高了４４０倍。

表５　大厚度层合板的阻尼预测

犜犪犫犾犲５　犘狉犲犱犻犮狋犻狅狀狅犳狋犺犻犮犽犾犪犿犻狀犪狋犲

Ｍｏｄｅ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
Ｍｏｄａｌ

ｄａｍｐｉｎｇ

Ｏｕｔｏｆ

ｐｌａｎｅ

ｄａｍｐｉｎｇ

Ｏｕｔｏｆ

ｐｌａｎｅ

ｄａｍｐｉｎｇ

ｒａｔｉｏ

Ｐｒｅｓｅｎｔ

ｍｅｔｈｏｄ

１ １３５４．３ ０．０２６１７９ ０．０１２０５３ ０．４６０４３１

２ ３０７０．４ ０．０３４５８７ ０．０１８１８２ ０．５２５６９４

３ ３０７０．４ ０．０３４５７４ ０．０１８１８２ ０．５２５８８５

４ ４６０９．９ ０．０３６３２３ ０．０２５２４２ ０．６９４９３７

５ ５４２５．０ ０．０４２６０３ ０．０２６３９０ ０．６１９４５５

６ ５４５９．３ ０．０４２２９２ ０．０２６０５７ ０．６１６１２９

７ ６７５３．３ ０．０４２３７９ ０．０３１６５３ ０．７４６８８４

８ ６７５３．３ ０．０４２３６９ ０．０３１６５３ ０．７４７０７４

Ｒｅｇｕｌａｒ

３Ｄ

ＦＥＭ

１ １３０５．２ ０．０２７２２８ ０．０１１３８１ ０．４１７９８５

２ ２９２９．１ ０．０３５６０６ ０．０１７２９０ ０．４８５５８１

３ ２９２９．３ ０．０３５６０５ ０．０１７２９０ ０．４８５６０３

４ ４３２６．３ ０．０３６５３９ ０．０２３７２３ ０．６４９２３７

５ ５００３．６ ０．０４３３１９ ０．０２５５０３ ０．５８８７３４

６ ５０８０．１ ０．０４２７７６ ０．０２５００６ ０．５８４５７８

７ ６１７６．９ ０．０４１９７９ ０．０２９５８０ ０．７０４６３８

８ ６１７８．０ ０．０４１９５９ ０．０２９５８４ ０．７０５０６７

４　结　论

（１）本文作者提出了一种基于有效三维损耗矩

阵的复合材料结构阻尼有限元预测方法，其优点在

于既考虑了板的厚度方向的应力、应变对复合材料

结构阻尼的贡献，又减少了板厚方向的单元数目，

提高了计算的准确性和效率。

（２）计算结果表明，本文作者提出的方法对于

单向层合板、多向层合板都有满意的结果。该方法

相对传统３Ｄ有限元具有单元数量少、计算效率高

等明显的优势。

（３）计算结果表明，当复合材料层合板铺层数

量增加、厚度增大时，板厚方向的应力、应变对模

态阻尼的贡献不可忽略。
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图２　基于有效三维损耗矩阵的模态预测

Ｆｉｇ．２　Ｍｏｄａｌｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅ３Ｄｄａｍｐｉｎｇｍａｔｒｉｘ
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燀

燄

燅６６

，　［φ］２ ＝
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熿

燀

燄
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犫５５ 犫５４
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犫

熿

燀

燄

燅３３

． （Ａ１～Ａ３）
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［φ］１、［φ］２ 和［φ］３ 各项的具体表达式如下：
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犆犽１３犆
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犽
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犆
犽
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犽
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犆
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３３
φ
犽
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犽
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犽
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犽
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犆
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犽
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［φ′］１、［φ′］２、［φ′］３ 的表达式如下：

［φ′］１ ＝

犪１１ 犪２１ 犪６１

犪１２ 犪２２ 犪２６

０

０

０

犪１６ 犪６２ 犪

熿

燀

燄

燅６６

，　［φ′］２ ＝

０

０

犮３１ 犮３２ ０ 犮３６

０

０

熿

燀

燄

燅０

，　［φ′］３ ＝

０

０

犫３３

犫４４ 犫４５

犫５４ 犫５５

熿

燀

燄

燅０

．

（Ａ２０～Ａ２２）
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