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摘 要:  根据夹杂相积分区域的相似性, 提出了相似子域边界元法求解方案。把含随机分布夹杂相的固体归

结为对一个含有内边界条件复连通域问题的求解, 与传统的有限元和边界元分域解法相比, 显著地提高了计算

效率。应用相似子域边界元法, 对含有随机分布圆形和椭圆形夹杂相的固体材料进行了大量数值计算, 并把夹

杂相与基体材料之间从理想粘结扩展到带有界面层的情况。这些计算为相应纤维增强复合材料宏观等效力学特

性研究提供了有效的数值模拟方法。
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Abstract :  Based on the si milarity of integration area of rando minclusions , si milar sub- do main boundary element

method scheme has been presented for the first ti me in this paper . Then , the 2Dsolid with rando mly distributed in-

clusions can be reduced to a multiply connected do main of the matrix with inner boundary conditions . In this way ,

co mputational efficiency is enhanced significantly co mparing to the conventional multi- do main approach of the FEM

or BEM. As numerical examples , plenty of numerical co mputation for the solid withrando mly distributed circular or

elliptic inclusions is perfor med using the si milar sub- do main BEM sche me . Further more , the interface bet ween the

matrix and inclusion can be not only ideal interface , but also the interface with interphase layers . The above- men-

tioned co mputation provides reliable numerical si mulation methods for the investigation of the macroscopically effec-

tive properties of the corresponding fiber-reinforced co mposites .
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  随着科学技术的进步和现代工业的发展, 大量

纤维增强复合材料在汽车工程、土木建筑等行业得

到广泛应用, 复合材料等效力学特性及其破坏过程

的研究日益受到工程界和学术界的重视。一般地,

复合材料可以看作在基体材料中嵌入了各种不同的

夹杂相, 其宏观等效力学特性主要取决于所嵌入夹

杂相的尺寸、形状、性质、体积比和空间分布。许

多学者采用不同的均匀化方案, 建立复合材料的宏

观- 微观本构模型, 得到各种近似求解方案, 主要

包括稀疏解法、CCM 方法[ 1] 、广义自洽法[ 2] 、

Mori- Tanaka 方法[ 3]
和I DD 方法[ 4]

等。这些近似解

法都进行了简化处理, 可以采用统一的Budiansky

能量框架进行描述
[ 5] , 其缺点在于不能够精确描述

夹杂相之间的相互作用。

据本文作者所知, 对于复合材料宏观等效力学

特性的研究, 公开发表的文献中只有少量的试验结

果和数值结果, 但此项研究还在不断取得新的进

展。Isida[ 6 ] 提出复位势函数级数展开的方案, 对周



期性排列的孔洞模型进行了计算。Day [ 7 ]
对域内含

有三角形或者六角形排列的圆孔模型和域内含有随

机分布相互重叠贯穿的圆孔模型进行了计算分析。

Suquet [ 8 , 9] 等提出基于快速傅立叶变换 ( FFT) 的

计算方案, 对含随机分布圆形和六边形夹杂的板材

进行了计算。本研究组将边界元法用于模拟含随机

分布圆形夹杂的二维弹性体, 得到了等效弹性常数

随孔洞体积比的变化规律[ 10 ,11 ] 。

根据夹杂相积分区域的相似性, 本文中提出了

相似子域边界元法求解方案。把含随机分布夹杂相

的固体归结为对一个含有内边界条件复连通域问题

的求解, 与传统的有限元和边界元分域解法相比,

显著地提高了计算效率。应用相似子域边界元法,

对含有随机分布圆形和椭圆形夹杂相的固体材料进

行了计算, 并把夹杂相与基体材料之间从理想粘结

扩展到带有界面层的情况。

1  相似子域边界元法求解方案
选用如图1 所示的含 n 个随机分布夹杂相的二

维平面问题, 以说明相似子域边界元求解方案。其

中: Ω0 为基体弹性材料所占区域; Ω1 , Ω2 , ⋯,

Ωi , ⋯, Ωn 分别为各个弹性夹杂相所占区域; Γj

为基体和夹杂相的界面边界; Γ0 是基体的外边界。

此外, Γt0 , Γu0 分别表示外边界中给定面力和给定

位移的部分。

图1  含随机分布圆形夹杂的二维弹性体

Fig. 1  Model of 2 D soli ds with rando mi nclusions

  对基体子域Ω0 和第 j 个夹杂相Ωj 分别列出边

界积分方程

Cαβ( p) uβ( p) =∫Γ0 + Γ
j

Uαβ( p ,q) t0
β( q) dΓ( q)

-∫Γ0 + Γ
j

T 0
αβ( p ,q) uβ( q) dΓ( q) ( 1)

Cαβ( p) uβ( p) =∫Γ
j

Uαβ( p ,q) t j
β( q) dΓ( q)

-∫Γ
j

T j
αβ( p ,q) uβ( q) dΓ( q) ( 2)

式中: 上下标0 和 j 分别代表基体子域和第j 个夹

杂相子域; Cαβ( p) 是依赖于边界点 p 处几何特征

的常数; Uαβ( p , q) 、T
0
αβ( p , q) 和 T

j
αβ( p , q) 分别是

二维弹性问题的基本解; uβ、t β分别为边界位移和

边界面力。

分元插值离散后, 写成矩阵方程形式
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式中: U0、T0 分别为基体给定面力边界Γt0 的未知

结点位移矢量和给定结点面力矢量; T
0
、U

0
分别

为基体给定位移边界Γ
u
0 的未知结点面力矢量和给

定结点位移矢量; U
j
为夹杂界面Γj 的未知位移矢

量; T
j 0
、T

j j
分别为对应于基体子域的界面结点未

知面力矢量和对应于夹杂子域的界面结点未知面力

矢量。

考虑到夹杂界面两边连续条件, 可以得到

Tj j = - Tj 0 ( 5)

  把方程 ( 5) 代入方程 ( 4) , 可以得到夹杂界

面边界线的位移面力之间的关系

T
j j = - T

j0 = - ( G
j) - 1

H
j
U

j ( 6)

表征夹杂界面面力与位移之间的关系矩阵为

Dj = ( Gj) - 1 Hj ( 7)

式中: 对应于某一夹杂子域的系数矩阵 G和 H 为

Gj = ∑
N

e

m= 1
∫Γ

j

U *
n( m) N m dΓ(ξ)

H j = Cn + ∑
Ne

m = 1
∫Γ

j

T *
n( m) N m dΓ(ξ)

( 8)

  把方程 ( 6) 代入方程 ( 3) , 可以得到模拟含

单个夹杂相二维固体的求解方程组为
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  对于含 n 个随机分布夹杂相的固体而言, 如果

仍然按照常规的边界元分域解法进行计算, 将会得

到一个n + 1 子域的问题, 需要 n + 1 个方程组联合

求解。显然, 随着夹杂相数目的增加, 计算量迅速

增加。

对于完全相同的夹杂相 ( 形状、大小和材料性

质完全相同) , 在相同分元插值离散条件下, 其关

系矩阵 D
j
是相同的, 如方程 ( 10) 所示。因此,

由方程 ( 8) 所确定的系数矩阵 G 和H 对于相同的

夹杂相只需要求解一次。

Dj = D     j = 1 ,2 ,⋯, n ( 10)

  与方程 ( 9) 类似, 可以把含 n 个随机分布相

同夹杂相的固体简化为对一个含有内边界条件基体

复连通域问题的求解, 如下述方程所示。
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式中: 第一下标表示离散化边界积分方程中的源点

结点 p 处在哪段边界线; 第二下标表示场点结点 q

处在哪段边界线。1 代表外边界给定面力的部分;

2 代表外边界给定位移的部分; 3 代表基体与夹杂

的界面。当下标出现3 时, 使用第一个和第二个上

标 ( 如果有第二个) 表示源点结点 p 和场点结点q

所在的内边界线的数目。

方程 ( 11) 中的 U、T 和 U
i
分别为外边界给

定面力部分的未知位移矢量、外边界给定位移部分

的未知面力矢量和基体与第i 个夹杂相界面处的未

知位移矢量; T 和U 分别为外边界的给定面力值和

给定位移值。

如果固体材料中随机分布的弹性夹杂相具有相

同的大小、形状和波松比, 只是杨氏模量不同, 那

么, 上述的边界元求解方案也很容易推广应用于此

类问题的求解。对于仅仅杨氏模量不同的弹性夹杂

相, 其关系矩阵 Dj 之间具有方程 ( 13) 确定的关

系。由方程 ( 8) 所确定的系数矩阵 G 和H 对于不

同杨氏模量的夹杂相只需要求解一次。

D
j + 1 =

Ej + 1

E
j D

j ( 13)

  如果域内随机分布的夹杂相具有相同的形状和

杨氏模量, 只是大小不同, 根据方程 ( 7) 和方程

( 8) , 推导得到不同大小圆形夹杂相关联矩阵 D
j

之间的关系如方程 ( 14) 所示。于是, 由方程 ( 8)

所确定的系数矩阵 G 和 H 对于不同大小的夹杂相

只需要求解一次。

D
j + 1 = ( G

j + 1) - 1
H

j + 1

D
j = ( G

j) - 1
H

j

H
j = H

j + 1

G
j + 1 = C G

j - lnC∫Γ
j + 1

Nj dΓj + 1

( 14)

式中: C 为表征圆形夹杂相尺寸大小的比例因子。

如果各个夹杂相的形状不同, 而且不同形状夹

杂相的类型数 k 远远小于夹杂相的总数 N , 那么,

与夹杂相有关的矩阵方程 ( 12) 可以改写为

珟A
i
13 = A

i
13 + B

i
13( G

k( i ) ) - 1
H

k( i )

珟Ai
23 = Ai

23 + Bi
23( Gk( i ) ) - 1 Hk( i )

珟A
ij
33 = A

i j
33 + B

i j
33( G

k( i ) ) - 1
H

k( i )

( 15)

式中: k = 1 , 2 , ⋯, j , ⋯, m表示不同形状的夹

杂类型数; k( i) 是一个随机函数。对于每一种不同

形状的夹杂相, 由方程 ( 8) 所确定的系数矩阵 G

和 H 需要求解一次。

总之, 对含 n 个随机分布多种不同形状、不同

大小、不同杨氏模量弹性夹杂相的二维固体, 采用

本文中提出的边界元求解方案, 只需求解一个相应

于基体材料的含内边界条件的复连通域问题, 由方

程 ( 11) ～方程 ( 15) 确定, 则在保持计算精度的

条件下, 显著提高了计算效率。本文中把上述求解

过程称之为相似子域边界元法求解方案。

2  夹杂相界面层处理方案
选用图2 所示有界面层的夹杂模型, 以说明夹
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杂相界面层的处理方案。其中: 边界线Γ′i 内为夹

杂相; 边界线Γ′i 和Γi 之间为界面层材料; 边界线

Γi 以外为基体材料。

图2  带有界面层的夹杂相

Fi g. 2  Model of i ncl usion with i nterphase

  对应于界面层和夹杂相的边界元方程可以分别

写成下述矩阵方程。
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H
i′
U

i′ = G
i′
T

i′i′ ( 17)

式中: U
i
、U

i′
分别为边界线 Γi 和 Γ

′
i 上的位移;

T
i
、T

ii′
分别为界面层在边界Γi 和Γ

′
i 上的面力;

Ti′i′是夹杂边界线Γ′i 上的面力。显然, Ti′i′和T ii′是

作用面力和反作用面力。于是

T
ii′ = - T

i′i′ = - ( G
i′) - 1

H
i′
U

i′ = - D
i′
U

i′ ( 18)

把方程 ( 18) 代入方程 ( 16) , 可得
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于是
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式中: 关联矩阵 D
i
和在方程 ( 7) 中的作用相同。

在本文中第2 节所述的相似子域边界元求解方案

中, 引入由方程 ( 20) 确定的关联矩阵 Di , 就可

以处理带有界面层的夹杂相问题了。

由于夹杂相界面层通常是非常薄的, 因此, 当

源点和场点分别处于界面层两表面邻近时, 边界元

数值计算将出现处理近奇异积分的问题。对此, 本

文中采用文献 [ 12 ] 提出的方案来处理。

3  数值算例
一般地, 含随机分布椭圆夹杂的固体可作为纤

维增强复合材料的计算模型。当椭圆度为1. 0 时,

椭圆夹杂就褪化为圆形夹杂。

3. 1 含单个和两个非常接近椭圆夹杂的板材

如图3 和图4 所示。含单个和两个非常接近椭

圆形夹杂的方板对边受拉, 方板边长 L = 100 mm,

载荷q = 10 MPa。椭圆长半轴 a = 1. 0 mm, a/ b =

2. 0 ; 夹杂边界线间最小距离 e = 0. 1 mm; 基体材

料参数 E1 = 10 MPa , ν1 = 0. 3 ; 椭圆夹杂材料参数

E2 = kE1 , ν2 = 0. 3。

图3- 1  中心含单个椭圆夹杂的方板

Fi g. 3-1  A square sheet with one elliptic inclusi on in the center

图3- 2  应力集中因子 a/ b 与之间的关系曲线

Fig. 3- 2  Relation bet ween stress concentrati on

f actor and a/ b of an elli ptic incl usion

由 E2 = 0 时的应力集中因子与椭圆度关系曲线

可知, 边界元数值解与理论解非常吻合。随着椭圆

度增加, 数值解与理论解之间的误差缓慢趋于增大,

这表明相似子域边界元求解方案具有很高的计算精

度。

由 E2 = 0 时夹杂界面 Von- Mises 应力曲线可
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知, 随着曲率的增大, Von- Mises 应力增大, Von-

Mises 应力曲线的不对称性充分反应了椭圆夹杂之

间的相互作用。相似子域边界元法 ( 20 二次边界

单元) 与有限元法 ( 38290 二次单元) 计算精度基

本相同, 这表明对于此类问题的数值计算相似子域

边界元法具有更高的计算效率。

图4- 1  含两个非常接近椭圆夹杂的方板

Fig. 4- 1  A square sheet with t wo very cl ose elliptic i nclusions

图 4- 2  夹杂界面边界线 Von- Mises 应力比较

Fig. 4- 2  Co mparison of Von- Mises stress on the

matri x-inclusi on interf ace boundary

3. 2 含随机分布椭圆形夹杂的柱形体

含100 个随机分布椭圆夹杂柱形体的截面为正

方形 ( 如图5( a) ) 。方板的边长为100 mm, 两边

的拉伸载荷为20 MPa , 椭圆度为2. 0 , 所有椭圆

夹杂所占体积比为0. 4。于是, 如果所有椭圆夹杂

的大小相同, 那么, 根据100 个椭圆夹杂的体积比

可以自动确定椭圆夹杂的长短半轴。此外, 域内网

格仅仅便于用来描述板材的变形和应力情况。

当椭圆夹杂与基体材料的模量比为0. 5 时, 计

算得到变形和应力等差线如图5( b) 和图5( c) 所示。

从图中可以看出 : 随着椭圆夹杂之间距离减小 ,

图 5  含100 个随机分布椭圆夹杂的方

板、变形图和应力等差线图

Fi g. 5  Def or mati on pattern , stress isodiff plot of a square sheet

with 100 rando mly distri buted elliptic inclusi ons

等差线变密, 表明夹杂之间的应力梯度增大。对于

同一个椭圆夹杂而言, 曲率较大的地方等差线更加

密集, 表明随着夹杂界面边界线曲率的增大, 应力

梯度迅速增大。
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图6  含 100 个随机分布带界面层圆形夹杂

的方板、变形图和应力等差线图

Fi g. 6  Def or mati on pattern , stress isodiff plot of a square sheet

with 100 rando mly distributed circ ular incl usions with i nterphases

3. 3 基体与夹杂相之间带有界面层的算例

计算模型如图6( a) 。正方形薄板边长为 100

mm, 两边的拉伸载荷为10 MPa , 板厚1 mm, 含

100 个相同的带界面层的圆形夹杂相, 夹杂半径为

3 mm, 界面层厚度为0. 3 mm, 夹杂与基体、界面

层与基体的模量比分别为 E2/ E1 = 0. 5 , Ei/E1 =

0. 2 , 这是一个广义平面应力问题。

应用相似子域边界元法求解方案, 计算得到变

形和应力等差线如图6( b) 和图6( c) 所示。从图中

可以看出: 随着圆形夹杂之间距离减小, 等差线变

密, 表明夹杂之间的应力梯度增大。

4  总结与讨论
( 1) 根据夹杂相积分区域的相似性, 提出了相

似子域边界元法求解方案, 把含随机分布夹杂相的

固体归结为对一个含有内边界条件复连通域问题的

求解。大量数值算例表明: 与传统的有限元和边界

元分域解法相比, 该方案在保持边界元高精度的同

时, 能够显著提高计算效率。

( 2) 应用相似子域边界元法, 对含有随机分布

圆形和椭圆形夹杂相的固体材料进行了大量数值计

算, 并把夹杂相与基体材料之间从理想粘结扩展到

带有界面层的情况, 这些计算为相应纤维增强复合

材料宏观等效力学特性研究提供了有效的数值模拟

方法。

( 3) 如果把多极快速边界元法和相似子域边界

元法相结合, 将使计算规模得以显著扩大。把对纤

维增强复合材料的数值模拟一方面从二维问题扩展

到三维问题, 另一方面从宏观等效力学特性研究发

展到此类复合材料脆性破坏过程的模拟。
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