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摘  要:  依据 Torquat o 的最邻近表面函数公式 , 推导了新拌水泥浆体邻近水泥粒子表面最近间距分布的解析

解 , 并采用计算机模拟生成了1 个水泥浆体结构模型 , 选取邻近粒子表面最近间距概率密度分布曲线、区间概率

曲线和累计概率分布曲线这3 个函数检验模拟结果与理论结果之间的差别。结果表明 , 该解析解与计算机模拟实

验结果吻合良好。利用该解析解 , 以 Rosi n- Ra mml er 分布为例 , 研究了胶凝材料细度以及水胶比对邻近水泥粒子

表面最近间距分布及其平均值的影响。结果显示 , 水泥细度对邻近粒子表面最近间距平均值的影响高于水胶比的

影响。邻近粒子表面最近间距解析解的获得 , 不但为基于不同粒径分布以及尺度范围粉体之间搭配的高粉体初始

堆积密度的实现提供了依据 , 而且对多尺度模拟方法中选取各级模型的尺度、量化粉煤灰浆体中粉煤灰颗粒的微

集料效应、了解邻近集料间的交互作用程度以及界面重叠程度等问题具有参考价值。
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Abstr act :  Based on t he nearest surface functi on for mula gi ven by Torquat o , an a nal ytical sol uti on of t he nearest

surface spaci ng bet wee n nei ghbori ng bi nder parti cl es was derived . Co mput er si mul ation t echnol ogy was e mpl oyed t o

generat e one model past e . By co mparison of pr oba bilit y densit y curve , subi nt er val pr obabilit y cur ve and cu mulative

pr oba bilit y curves of t he near est surface spaci ng bet wee n nei ghbori ng aggr egat e grai ns , it was f ound t hat t he t heo-

reti cal r esult s are consi st ent wit h t he si mul ation ver y well . Furt her more , for model bi nder whi ch foll o ws Rosi n-

Ra mml er f uncti on , t hese a nal ytical for mula wer e used t o st udy t he i nfl uence of fi neness of ce ment and wat er t o bi nd-

er rati o ( w/ b rati o) on t he dist ri buti on of t he nearest surface spaci ng bet wee n nei ghbori ng bi nder particles . The

si mul ati on dat a show t hat t he fi neness of ce ment exert s mor e si gnifi ca nt i nfl ue nce on t he mean val ue of t he nearest

surface spaci ng bet ween nei ghbori ng particl es t han w/ b rati o . These a nal ytical sol uti ons provide t he crit eri on t o set

t he pr oper rati o bet ween po wder mat erials wit h differ ent parti cl e size dist ri buti on and di a met er ra nge so as t o reac h

hi gher pac ki ng densit y . They al so pr ovi de t he crit erion t o set t he size of t he model at differ ent scal e l evel s i n multi-

scal e modeli ng appr oaches . I n additi on , t hese anal ytical f or mul as ar e val ua ble t o quantify t he acti on of micr o- aggre-

gat e effect of fl y ash , and t o l earn about t he i nt eracti ng degree bet ween nei ghbori ng aggregat e gr ai ns as well as t he

i nt erfer ence bet ween nei ghbori ng i nt erfaci al tr ansiti on zones .

Keywor ds :  near est surface spaci ng bet wee n nei ghbori ng gr ai ns ; Rosi n- Ra mmler di stri bution ; vol u me fraction of

soli d ; parti cl e size dist ri buti on ; probabilit y ; wat er t o bi nder rati o ; fi neness of bi nder



  粒子堆积问题是一个极其重要的基础问题, 它

涉及到冶金、医药、燃料、化工、陶瓷等众多领

域
[ 1 , 2]
。在多数情况下, 人们研究粉体粒径分布以

及调配不同细度粉体材料之间比例的一个主要目的

是达到最高的初始堆积密度
[ 3- 6]
。Peronius 等[ 7]

对

比实验数据发现, 在由下式:

F V( D) = ( D/ Dmax) m ( 1)

( F V( D) 为累计体积分数, D ma x是粒子的最大粒

径, D 为粒子的直径, m 为系数) 定义的 Fuller 族

分布中, 当 m= 0 .5 时得到的体系堆积密度最高,

因而 m= 0 .5 型的 Fuller 分布常被研究人员用来代

表混凝土中理想的集料分布[ 8 , 9] 。但水泥的分布曲

线通 常 与 Rosi n - Ra mmler 分 布 函 数 形 式 接

近[ 6 , 10- 12 ] ,即

F V( x) = 1 - exp( - bx n) ( 2)

其中: F V( x) 为累计体积分数, x 为水泥粒子直径

( μm) , b ,n 为系数。

因此研究人员通过掺入超细混合材( 如硅灰以

及超细粉煤灰) 的方式来调配胶凝材料的粒径分布,

从而达到高堆积密度的目的。胶凝材料初始堆积密

度的提高, 将使水化后的混凝土强度得到明显改

善, 硅灰混凝土的应用就是一个明显的例子。但这

些超细混合材掺入的作用不仅仅是活性效应, 超细

粒子的填充效应对强度的贡献也是非常可观的。这

一点在用石墨取代硅灰做填充材料的力学性能实验

中得到了证明[ 13 ] 。综合现有的文献资料, 表征粉

体堆积效率特征的主要参数是孔隙率, 而径向分布

函数( Radial distribution f unction) 和配位数( Coor-

dination number) 等[ 2 , 14 ]
则用来定量描述体系的微

观结构随粒径分布的变化情况。但现有的这些参数

无法让研究人员确定掺入何种尺度的粒子能够提高

体系的堆积密度, 如果能给出邻近粉体粒子表面间

距分布信息, 很可能为研究人员提供选择最合理尺

度分布填充料的依据。就目前收集到的资料看, 尚

未见到能够定量描述粉体粒子表面间距与粉体粒径

分布以及粉体的体积分数之间关系的报道。其中的

一个重要原因是: 整个粉体粒子堆积体系是一个三

维体系, 大多粉体粒子是不透明的, 另外大多粉体

粒子的形状是不规则的, 这就导致很难从实验的角

度去研究邻近粉体粒子间表面间距分布的信息。随

着计算机技术的发展, 计算机模拟方法逐渐被应用

到粉体问题的研究中来[ 6 , 11 , 1 4- 17] , 但由于实际的粉

体材料粒径范围跨度很大, 而根据代表性体积单元

( Representative volume ele ment , RVE) 的要求, 对

于非结构敏感性参数, 采用模拟方法生成的模型结

构的最小边长至少是最大粒子尺度的4 ～5 倍, 这

样以 m= 0. 5 型的 Fuller 分布函数为例, 若假定集

料的最小粒径为0 .125 mm, 最大粒径为分别为5、

10 和30 mm( 模拟砂浆和混凝土) , 假定立方体模

型结构的边长为最大粒径的5 倍, 则生成一个集料

体积分数为60 % ～75 % 的模型结构中粒子的数量

结果见表1。

表1  Fuller 分布立方体容器中粒子的数量要求

Table1  Required number of particles in

cubic container for Fuller distribution

Dmin/ mm Dmax/ mm φ

Side length

of cubic

contai ner / mm

Number of

particles/ ×10 6

0 .125 5 0 .60 25 ～0 .29

0 .125 5 0 .75 25 ～0 .37

0 .125 10 0 .60 50 ～1 .64

0 .125 10 0 .75 50 ～2 .05

0 .125 30 0 .60 150 ～25 .57

0 .125 30 0 .75 150 ～31 .96

本文作者曾试图利用安装在SGI Origin 200 工

作站上的SPACE 系统软件[ 18 ]
生成约含35 万粒子

的一个结构, 然后将该结构从初始固相体积分数( φ

) 60 %动态密实到70 %需消耗200 h , 而这个实验结

构中粒子的数量也仅达到了表1 中砂浆的粒子数量

要求, 还无法模拟混凝土中集料的粒径分布情况。

因而如果能从理论角度给出粒子的表面间距分布随

粒径分布以及体积分数的变化信息将具有重要意

义。Torquato 在统计物理学领域中给出的最邻近

函数关系
[ 19 , 20]
为获得邻近粒子表面最近间距分布

信息提供了思路, 因此, 本文作者在球形粒子假设

的基础上, 借助 Torquato 在统计物理学领域中给

出的最邻近函数关系, 推导出了邻近粉体粒子最近

表面间距的定量关系, 并采用计算机模拟方法验证

其合理性。

1  理论基础
Torquato 提出了4 种类型的最邻近函数[ 1 9 , 20 ] ,

对本文有用的是h P( r) 。其定义为: hP( r) dr 表示从

半径为 R 的参考粒子的中心出发在距离为[ r , r +

dr] 区间内发现一个最近粒子表面的概率。其解析
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解形式为

hP( r) = 2φS
D N

3 a0
r

D N

2

+ 2 a1
r

D N
+ a2 ×

exp - 2φS a0
r 3 - R3

( DN) 3 + a1
r 2 - R2

( DN) 2 + a2
r - R

D N

         r ≥ R ( 3)

其中: φ为新拌浆体中水泥的体积分数; 珡D N 为水泥

粒子的数量平均直径; S = ( D2
N ·D N) / D3

N , D2
N 为

水泥粒子数量平均直径的二阶原点矩; D
3
N为水泥

粒子数量平均直径的三阶原点矩;

a0 =
4 ( DN) 2/ D

2
N ( 1 - φ) ( 1 - φ+ 3φS) + 4 Aφ

2
S

2

( 1 - φ) 3

( A = 0 时为 Percus- Yevick ( P- Y) 近似[ 21] , A = 2 时

为Carnahan- Starling ( C- S) 近似[ 22 ] , A = 3 为

Scaled- Particle ( S- P) 近似[ 23] ) ;

a 1 =
6 ( D N) 2/ D2

N ( 1 - φ) + 9φS
( 1 - φ) 2 ; a 2 = 3

1 - φ
。

根据上述定义, 显然只有在满足 r ≥R 的条件

下, 粒子间才不会出现重叠现象。如果假定参考粒

子与邻近粒子表面的最近间距为 x , 则 r = R + x 。

显然在固定的邻近粒子表面最近间距下, 当选取不

同直径的参考粒子时, r 值是不同的。于是, 可以

将式( 3) 改写为

hP( x + R) =2φS
D N

3a0
x + R

DN

2

+ 2a1
x + R

D N
+ a2 ×

exp - 2φS a0
( x + R) 3 - R3

( D N) 3 +

a1
( x + R) 2 - R2

( DN) 2 + a2
x

D N
, x ≥0

( 4)

式( 4) 就是本文所需要的针对半径为 R 的参考粒子

的表面最近间距密度函数。

但是对于混凝土这种多尺度分布的水泥浆体体

系, 关心的是对于所有不同直径的水泥粒子式( 4) 中

x 的分布。因此, 只有知道水泥粒径的数量概率密度

函数, 才能获得邻近粒子表面最近间距的密度分布

函数。于是可以根据水泥的粒径分布函数是符合某

一连续分布函数还是离散型函数进行区别对待。

( 1) 对于连续多尺度的水泥体系, 邻近水泥粒

子表面最近间距的密度函数为

f P( x) =∫
Rmax

R
min

h P( x + R) f N( R) d R ( 5)

其中: f N( R) 为多尺度硬球体系中硬球粒子尺寸分

布的数量基概率密度函数, R 为水泥粒子的半径。

这样根据式( 5) , 可以计算邻近水泥表面最近

间距的平均值为

l
-

P =∫
x max

0
xf P( x) d x ( 6)

其中: x max 为可能的最大水泥粒子间表面间距, 由

试算法获得。

( 2) 对于离散多尺度水泥粒子体系, 邻近水泥

粒子表面最近间距的密度函数为

f P( x) = ∑
n

i = 1

F i( Ri) hP( x + Ri) ( 7)

其中: F i( Ri) 表示直径为 Ri±0 .5ΔRi 的水泥粒子

的数量基区间概率, n 为整个水泥粒径分布尺度范

围被划分的子区间的数量。

将式( 7) 代入式( 6) 同样可以获得体系中邻近水

泥粒子表面最近间距的平均值。

从理论上讲, 当邻近水泥粒子最近表面间距的

平均值等于0 , 这时得到的堆积密度是整个粉体所

能达到的最高堆积密度, 因此可以利用式( 6) 求取

符合某一粒径分布的粉体系统所能达到的最高堆积

密度。然而, 现有的计算机模拟算法还无法实现很

高的堆积密度, 不能验证理论的合理性, 所以这里

暂且不讨论最高堆积密度的问题。

2  实验验证

为了验证所得理论解的合理性, 本文中用

SPACE 系统采用随机方式生成一个周期边界的立

方体模型结构, 其粒径分布见图1。模型结构的尺

寸, 模型结构中水泥的体积分数以及水泥粒子数量

信息见表2。

图1  验证用模型水泥的粒径分布

Fig .1  Particle size distri buti on of model ce ment f or verification
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表2  模型结构的物理参数

Table 2 Physical parameters of the model structure

No .
Dia meter/

mm

Side length

of cubic

structure/ mm

φ/ %
Number of

particles

P183 - 200- 0 .1-

38 .6- 35 .0
0 .1 ～38 .6 200 35 .0 659027

因为理论公式给出邻近粒子表面最近间距的概

率密度分布, 所以本文中用“邻近粒子表面最近间

距的概率密度分布曲线”、“邻近粒子表面最近间距

的累计概率分布曲线”和“邻近粒子表面最近间距平

均值”三个参数, 来验证理论计算结果与计算机模

拟结果是否相吻合。采用计算机模拟方法求解邻近

粒子表面最近间距分布的算法是: 对结构中每个粒

子都找到其相应的邻近粒子的表面最近间距, 然后

对结构中所有的粒子的表面最近间距进行统计获

得[ 24 , 25] 。而理论概率密度分布曲线和理论累计概

率分布曲线则可以根据所生成结构的数据文件, 代

入到式( 7) 进行计算获得。概率密度曲线、区间概

率曲线和累计概率曲线的模拟结果和理论计算曲线

见图2。其中区间概率曲线的区间选取规则由下式

决定:

x i = 2 i 5. 0
M - 1. 0

x max - x min

2 5. 0 - 1. 0
+ x min

0 ≤i ≤ M ( 8)

其中: Δx i = x i + 1 - x i , x i ∈[ x mi n , x max] , x0 = x mi n ,

x M = x max , i = 0 , 1 , ⋯, M ; M 为区间数量, 这里

设定 M= 100 。

根据文献[ 24 , 25] 的模拟结果, 小表面间距出

现的概率要高于大表面间距出现的概率, 因此为了

反映在小表面间距值时的理论结果与实验结果之间

的差别, 图2 横坐标采用对数坐标。其邻近粒子表

面最近间距的平均值结果见表3。

无论 A 取何值, 概率密度曲线、区间概率曲线

和累计概率曲线的理论计算结果与模拟结果均吻合

较好。比较三者, 累计概率曲线的拟合精度高于区

间概率曲线, 区间概率曲线的拟合精度高于概率密

度曲线, 其原因是三者对微观结构变化敏感程度不

同[ 26 - 2 8] : 即累计概率曲线对微观结构变化的敏感程

度低于区间概率曲线对微观结构变化的敏感程度,

同理区间概率曲线的敏感程度低于概率密度曲线。

对比邻近粒子表面最近间距的平均值看出, 其

理论值与实验值吻合得程度较高, 当 A= 3 时理论

解与实验结果最接近, 但 A 取值变化对结果影响不

大。因此, 研究人员可以根据自己的需要选取不同

的 A 值进行模拟。

图2  新拌水泥浆体中邻近粒子表面最近

间距分布的模拟结果与理论计算结果比较

Fi g .2  Co mparison of the nearest surf ace spacing

of nei ghbori ng particles bet ween modeling

result and theoretical solutions in fresh ce ment paste

所以, 从总体上看, 利用理论公式能很好地预

测新拌浆体中邻近粒子表面最近间距的分布情况。
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因此, 可以应用上述解析解来研究水泥基复合材料

中邻近粒子表面最近间距分布的问题。

表3 模型浆体中邻近粒子表面最近间距平均值

的理论结果和模拟结果

Table 3  Theoretical andsimulated mean values of

the nearest surface spacing between neighboring

particles in model structure

No .
Si mulation

result / μm

Theoretical result/ μm

A = 0 A= 2 A= 3

P183- 200-

0 .1- 38 .6- 35 .0
0 .6828 0 .6859 0 .6853 0 .6850

3  理论解的应用
鉴于研究人员常用Rosin- Rammler 分布[ 6 ,10 - 12 ]

( 式( 2) ) 表示水泥的分布特征, 这里就以 Rosin-

Ramller 分布为例, 研究一下新拌水泥浆体中邻近

水泥粒子最近表面间距分布随水泥细度以及水胶比

的变化情况, 取 A= 0。

式( 3) 中包含了固相体积分数φ, 而对于水泥

基复合材料, 一般知道的是水胶比, 因此需要借助

式( 9) 求取对应水胶比的水泥体积分数。若已知水

胶比, 则新拌水泥浆体的水泥体积分数为

Vc = w
c
·
ρc
ρw

+ 1
- 1

( 9)

其中: Vc 代表模型结构中水泥的体积分数, w/ c 为

水胶比; ρc和ρw 分别为水泥和水的密度; 这里假定

ρc = 3200 kg/ m3 ,ρw = 1000 kg/ m3。

因此, 若假定常用的水胶比在0 .15 ～0 .70 之

间变化, 则由式( 9) 可知新拌水泥浆体中水泥的体

积分数在30 %～68 %之间变化。

值得注意的是, 在利用式( 3) ～式( 7) 的理论公

式计算根据邻近水泥粒子最近表面间距分布问题时

会涉及到水泥粒径范围的选取问题。一般水泥的粒

径范围从小于0 .1 μm 到大于100 μm, 而比表面积

的70 % 以上来自于直径小于 3 .5 μm 的粒子[ 10] 。

van Breugel 综合以往的文献数据发现, 根据各研

究人员采用的测试方法的不同, 水泥的最小粒径在

0 .03～0 .40 μm 之间变化[ 10]
。这里, 将模型水泥的

最小粒径设定为0 .1 μm, 最大粒径则根据 Rosin-

Rammler 分布函数中设定的 b、n 值所得到的曲线

来选取。采用的模型水泥参数见表4 。其中模型水

泥“C380”的计算比表面积与工程实际中用的水泥的

表4  模型水泥参数

Table 4  Parameter of the model cements

Code b n Diameter/ μm

Calculated
specific

surface area/
( m2·kg - 1)

C190 0 .005 1 .766 0 .1～100 190

C380 0 .039 1 .079 0 .1～100 380

C610 0 .075 1 .014 0 .1～100 610

图3  模型水泥的粒径分布

Fig .3  Particle size distributions of model cements

比表面积( 约300 m2/ kg 接近) , 而“C190”、“C380”和

“C610”用来对比水泥细度的影响, 其中模型水泥

“C610”则可用来模拟超细混合材掺入的影响。

图4 给出了水胶比对用“C380”水泥制备的新

拌浆体中邻近水泥粒子的表面间距分布情况。从概

率密度曲线看, 在低水胶比时, 曲线的峰值位置并

不在最小表面间距的位置。但随着水胶比的降低,

概率密度曲线的位置逐渐向小表面间距的方向偏

移, 当水胶比达到0 . 15 时( 此时的固相体积约为

67 .57 %) , 粒子间相互接触的比例达到最高。从累

计概率分布曲线看, 当水胶比由 0 .70 降至 0 .15

时, 邻近粒子表面间距的变化范围从0 ～0 .9 μm 迁

移到0～0 .45 μm。

同水胶比条件下( w/ c = 0 .30) , 胶凝材料细度

对邻近粒子表面最近间距分布的影响结果见图5。

比较图4 和图5 似乎说明胶凝材料细度的影响要大

于水胶比的影响。

邻近粒子表面最近间距分布的结果能给出表面

间距出现的范围以及表面间距频率峰值位置随水胶
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图 4  水胶比对邻近胶凝材料粒子表面最近间距分布的影响

Fig .4  Influence of w/ c ratios on t he nearest

surface spaci ng bet ween neighbori ng binder particles

比与胶凝材料细度的变化情况。为了从总体上体现

邻近粒子表面最近间距的变化情况, 这里就不同细

度的模型胶凝材料给出了邻近粒子表面最近间距平

均值随水胶比的变化情况( 如图6 ( a) 所示) 。由

图6( a) 看出, 对于低细度的水泥“C190”, 水胶比

对邻近粒子表面最近间距平均值的影响程度远大于

“C380”和“C610”。但图6( a) 并不能确定水胶比和

胶凝材料细度二者谁的影响更大, 图6( b) 给出了

水胶比对邻近粒子表面最近间距平均值- 体系中胶

凝材料体积分数( 实际上就是水胶比) - 胶凝材料比

表面积三者之间的变化关系。可以看出, 胶凝材料

细度的影响大于水胶比的影响。

4  邻近粒子表面最近间距分布的意义
本文中给出的邻近胶凝材料粒子表面最近间距

分布的理论公式, 不仅可以用来研究间隙级配的粉

体尺度以及比例选取的问题
[ 6 , 7] , 还可以研究混凝

土中邻近集料表面间距的分布问题
[ 29 ]
。邻近集料

图5  胶凝材料细度对邻近粒子表面最近间距分布的影响

Fig .5  Infl uence of fi neness of bi nder on the nearest

surface spaci ng bet ween neighbori ng binder particles

表面间距分布信息的给出, 不仅为用多尺度计算机

模拟技术研究水泥基复合材料从微观到细观再到宏

观各等级模型尺度选取的合理性提供了依据[ 12 , 30] ;

而且为量化研究相邻界面重叠程度对材料微观结构

的影响提供了基础
[ 3 1 , 32 ] ; 还能用来解释为什么界

面过渡区微观结构的不均匀性同样会出现在基体

区
[ 33 ]
。此外, 粉煤灰的微集料效应被认为对水泥

基复合材料的性能贡献比较可观, Wang 等[ 3 4] 曾试

图采用由串并联模型形成的混联模型量化粉煤灰的

微集料效应, 但并没有将理论计算结果与实验结果

进行比较。另外, Zi mmer man 等[ 3 5]
早在1986 年就

指出过串并联以及混联模型在预测材料弹性模量方

面的缺陷在于没有考虑到各组成相的空间分布问

题, Torquato [ 19 ]
和Kachanov [ 3 6]

等进一步指出复合

材料各组成相的空间分布信息对更准确预测材料性

能的重要性。因此, 如果能给出那些能够产生微集

料效应的粉煤灰粒子的分布信息、体积分数以及反

应程度信息, 则对定量推断微 料效应对材料性能
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图6  水胶比与胶凝材料细度对邻近粒子表面最近间距平均值的影响

Fig .6  Influence of w/ c ratio and fineness of binder on the mean val ue

of the nearest surf ace spacing bet ween neighboring bi nder particles

贡献有所帮助。值得注意的是, 胶凝材料( 水泥、

粉煤灰、矿渣、硅灰等) 粒子表面物理化学特性也

会对粒子的空间分布形式产生影响( 如絮凝) , 这必

然影响邻近粒子最近表面间距分布, 本文中实际上

模拟的是在高效减水剂存在下的结果, 也就是不考

虑粒子絮凝的影响。

5  结 论

依据 Torquato 的最邻近表面函数公式, 推导

了新拌浆体邻近胶凝材料粒子表面间距分布的解析

解。通过对理论解和模拟实验结果的比较发现, 该

理论解与模拟实验结果能够很好地吻合。该理论解

的给出, 不仅为调配不同细度粉体材料之间比例从

而实现高初始堆积密度体系提供了参考, 还可以为

研究水泥基复合材料的众多问题服务, 例如可以用

该理论解来求解混凝土中邻近集料表面最近间距分

布情况, 从而为采用模拟方法研究水泥基复合材料

微观结构时微观样品尺寸的选取提供了依据。此

外, 邻近集料表面最近间距分布解析解也为解释邻

近集料的交互作用、邻近界面过渡区的交互作用、

由界面过渡区形成的连通结构、邻近集料的筛选效

应以及粉煤灰的微集料效应等提供了依据。
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