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纤维增强复合材料弹塑性性能的细观研究

张华山，黄争鸣
（同济大学 航空航天与力学学院，上海 ２０００９２）

摘　要：　基于 ＭｏｒｉＴａｎａｋａ方法和Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂理论，建立弹性阶段基体和纤维平均应力之间的桥联矩阵，

导出了该矩阵各元素的显式。鉴于工程实际材料对柔度矩阵对称性的要求并考虑组分材料物理性能和细观几何

特征等因素的影响，对所导出的桥联矩阵进行合理简化。引入与基体等效塑性应变相关联的修正参数，以此确定

纤维和基体中应力分配。数值结果表明，本文中建立的复合材料非线性理论模型与实验结果吻合较好。
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　　复合材料通常由弹性增强相和弹塑性的基体材

料组成，基体相弹塑性是复合材料非线性行为的起

因，基体塑性变形不断改变着基体与纤维协同工作

机制［１］。如何准确表征基体塑性变形对复合材料弹

塑性性能的影响是细观力学研究的重要内容。

研究复合材料非线性性能的理论方法很多，主

要有自洽理论［２３］和基于Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂理论
［４］

的诸多方法如割线模量法［５６］和切线模量法［７］等，

有限元方法［８９］，变分法［１０１１］，桥联模型［１２］，子胞

法［１３］等，其中自洽理论和有限元法具有一定局限

性［５］。当基体进入弹塑性变形后，基于线弹性本构

理论的Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂方法不能简单地推广应用

于非线性基体夹杂问题［１４］。另一方面，Ｅｓｈｅｌｂｙ张

量常常依据各向异性介质通过数值方法确定［１５］。

因此，利用Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂方法建立细观力学理

论，求解复合材料弹塑性变形问题可归结为两条不

同的途径：一条途径是将基体材料视作弹性材料，

基体的塑性应变当作Ｅｓｈｅｌｂｙ本征应变，运用弹性

方法求解；另一条途径是通过基体的割线模量以及

其对Ｅｓｈｅｌｂｙ张量的修正，以此反应基体对纤维约

束力的弱化。无论哪种求解途径都较弹性求解复杂

得多。

本文中利用 ＭｏｒｉＴａｎａｋａ计算模型
［１６］，获得

基体与纤维平均应力之间桥联矩阵在弹性阶段的显

式。根据工程实际材料对柔度矩阵对称性的要求，

考虑基体物理性能和细观几何特征等因素的影响，

对桥联矩阵表达式进行合理简化。基体进入塑性以

后，基体对纤维的约束能力弱化，为反映该特征，



在桥联矩阵中引入与基体等效塑性应变相关联的修

正参数，基体模量取切线模量，并由此塑性桥联矩

阵确定纤维和基体中应力增量分配。最后，依次求

解纤维、基体和复合材料应力 应变增量及各状态

变量。

１　几何模型

考虑一单向纤维增强复合材料，纤维假定为圆

柱体，按图１所示建立坐标系，纤维轴向为狓１轴，

纤维横截面位于狓２和狓３平面内。纤维和基体均假

定为各向同性材料。

图１　单向复合材料模型

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆａｕｎｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｃｏｍｐｏｓｉｔｅ

２　理论分析

２．１　基本公式

针对上述几何模型，依据ＭｏｒｉＴａｎａｋａ平均应

力的概念和Ｂｅｎｖｅｎｉｓｔｅ
［１７］的分析，容易得到基体和

纤维平均应力之间的关系

σ－
ｍ
＝犃σ－

ｆ （１）

犃称为桥联矩阵
［１２］，其表达式为

犃＝犔ｍ［犐＋犛犔
－１
ｍ （犔ｆ－犔ｍ）］犕ｆ （２）

式中：上下标ｆ和ｍ分别表示纤维和基体；黑体的

大写字母表示四阶张量，犕 和犔代表弹性柔度和刚

度张量，犛为Ｅｓｈｅｌｂｙ张量，犐为单位张量。

展开式（２），便可以得到犃的６×６矩阵中非零

元素的表达式如下：

犃１１ ＝
犈ｍ
犈ｆ

１－２νｍ－νｆνｍ＋２νｆν
２
ｍ

（１－２νｍ）（１＋νｍ）（１－νｍ）

＝
犈ｍ
犈ｆ
１＋

νｍ（νｍ－νｆ）
（１＋νｍ）（１－νｍ［ ］）， （３．１）

犃１２ ＝
犈ｍ
犈ｆ

νｍ－νｆ
２（１－νｍ）（１＋νｍ）

－
νｆ

２（１－νｍ［ ］）
＋

νｍ
２（１－νｍ）

， （３．２）

犃１３ ＝
犈ｍ
犈ｆ

νｍ－νｆ
２（１－νｍ）（１＋νｍ）

－
νｆ

２（１－νｍ［ ］）

＋
νｍ

２（１－νｍ）
， （３．３）

犃２１ ＝
犈ｍ
犈ｆ

νｍ－νｆ
２（１－νｍ）（１＋νｍ）

， （３．４）

犃３１ ＝犃２１， （３．５）

犃２２＝
犈ｍ
犈ｆ

νｍ－νｆ
２（１－２νｍ）（１－νｍ）

＋
１＋νｆ
１＋νｍ

（１－犛２２２２［ ］）
＋犛２２２２， （３．６）

犃３３＝
犈ｍ
犈ｆ

νｍ－νｆ
２（１－２νｍ）（１－νｍ）

＋
１＋νｆ
１＋νｍ

（１－犛３３３３［ ］）
＋犛３３３３， （３．７）

犃２３＝
犈ｍ
犈ｆ

νｍ－νｆ
２（１－νｍ）（１＋νｍ）

－
１＋νｆ
１＋νｍ

犛［ ］２２３３ ＋犛２２３３，

（３．８）

犃３２ ＝
犈ｍ
犈ｆ

νｍ－νｆ
２（１－νｍ）（１＋νｍ）

－
１＋νｆ
１＋νｍ

犛３３２２［ ］）
＋犛３３２２， （３．９）

犃４４ ＝
犌ｍ
犌ｆ
＋２犛２３２３

犌ｆ－犌ｍ
犌ｆ

， （３．１０）

犃５５ ＝
犌ｍ
犌ｆ
＋２犛１３１３

犌ｆ－犌ｍ
犌ｆ

， （３．１１）

犃６６ ＝
犌ｍ
犌ｆ
＋２犛１２１２

犌ｆ－犌ｍ
犌ｆ

． （３．１２）

式中：

犛２２２２ ＝犛３３３３ ＝
１

２（１－νｍ）
３

４
＋
（１－２νｍ）［ ］２

，

犛１２１２ ＝犛１３１３ ＝
１

４
，

犛２２３３ ＝犛３３２２ ＝
１

２（１－νｍ）
１

４
－
１－２νｍ［ ］２

，

犛２３２３ ＝
１

２（１－νｍ）
１

４
－
（１－２νｍ）［ ］２

．

２．２　单向板柔度矩阵

根据桥联矩阵可以得到基体和纤维的应力分配

方程以及单向复合材料的柔度矩阵［１２］为

｛σ
ｆ
犻｝＝ （犞ｆ［犐犻犼］＋犞ｍ［犃犻犼］）

－１｛σ犼｝ （４ａ）

｛σ
ｍ
犻｝＝ ［犃犻犼］（犞ｆ［犐犻犼］＋犞ｍ［犃犻犼］）

－１｛σ犼｝ （４ｂ）

｛ε犻｝＝ ［犕］｛σ犼｝＝ （犞ｆ［犕
ｆ
犻犼］＋犞ｍ［犕

ｍ
犻犼］［犃犻犼］）·

（犞ｆ［犐犻犼］＋犞ｍ［犃犻犼］）
－１｛σ犼｝ （５）

式中：犞ｆ为纤维体积含量；犞ｍ＝１－犞ｆ。

２．３　桥联矩阵的修正

式（２）中，犕ｆ、犔ｆ和犔ｍ为斜对角对称张量，犛

为斜对角非对称张量，因而桥联矩阵犃在一般情况

下将不可能对称，代入式（５）后将导致单向复合材

料的柔度矩阵不对称［１８］。因此，必须对桥联矩阵

进行修正。鉴于单层板或层合板一般都按平面问题
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处理，下面的讨论仅限于平面桥联矩阵。

根据文献［１２］，平面桥联矩阵的一般形式为

犪＝

犪１１ 犪１２ ０

犪２１ 犪２２ ０

０ ０ 犪

熿

燀

燄

燅３３

（６）

其中只有４个元素是独立的。对一般纤维增强复合

材料而言，泊松比νｍ约为０．３５，νｆ约为０．２，犈ｍ＝

（１／３０～１／２０）犈ｆ，可将式（３．１）、（３．２）、（３．６）和

（３．１２）简化为

犃１１ ＝
犈ｍ
犈ｆ
１＋

νｍ（νｍ－νｆ）
（１＋νｍ）（１－νｍ［ ］） ≈

犈ｍ
犈ｆ
，

犃１２ ＝
犈ｍ
犈ｆ

νｍ－νｆ
２（１－νｍ）（１＋νｍ）

－
νｆ

２（１－νｍ［ ］）
＋

νｍ
２（１－νｍ）

≈
νｍ

２（１－νｍ）
，

犃２２ ≈犛２２２２ ＝
１

２（１－νｍ）
３

４
＋
（１－２νｍ）［ ］２

，

犃６６ ＝
犌ｍ
犌ｆ
＋２犛１２１２

犌ｆ－犌ｍ
犌ｆ

．

另一方面，Ｅｓｈｅｌｂｙ张量显然随着纤维截面形状、

基体（或组分）材料性能的变化而改变。基于这些考

虑，本文中选取的桥联矩阵的自变量为

犪１１ ＝犃１１ ≈
犈ｍ
犈ｆ
，犪１２ ＝犃１２ ≈

νｍ
２（１－νｍ）

，

犪２２ ＝犃２２ ≈犛２２２２ ＝β，

犪３３ ＝犃６６ ＝
犌ｍ
犌ｆ
＋α
犌ｆ－犌ｍ
犌ｆ

．

再根据式（５）的对称性得到因变量表达式为

犪２１ ＝
（犕ｍ

１２－犕
ｆ
１２）（犪２２－犪１１）

犕ｍ
１１－犕

ｆ
１１

＋犪１２

这里引入α和β是为了更好地反映组分材料的

几何参数与性能参数变化对复合材料弹 塑性性能

的影响，可以通过复合材料的等效弹性常数来调

节，即将式（６）代入式（５）得到单向复合材料的横向

模量与剪切模量，与实验值对比后确定α和β。但

是，当缺少实验数据时，α和β可以分别取为０．５

和犛２２２２。

３　塑性分析

当基体进入塑性后，单向复合材料随之进入塑

性。此时，纤维和基体的应力分配仍然按照式（４ａ）

和式（４ｂ）计算。不过此时的桥联矩阵［犃］需要考虑

基体塑性变形的影响。

各向同性等向强化基体的塑性求解采用传统塑

性理论。即使单向板承受比例加载，由于应力分配

矩阵式（４ａ）和式（４ｂ）的作用，纤维和基体的应力增

量一般不是比例荷载，基体状态变量的求解需要采

用增量型犑２流动理论，因此数值迭代过程必不可

少。增量荷载作用下，基体的应变增量采用改进的

ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ法求解。每个迭代子步的刚度矩

阵取基体弹性刚度矩阵，荷载增量步内每个子步得

到基体应变增量作为基体弹性预测应变，采用向后

欧拉法进行本构积分，依次求解基体的等效塑性应

变增量和屈服应力、流动方向，更新塑性应变、弹

性应变以及等效屈服应力。因为单向复合材料板通

常按平面问题求解，这需要对弹性预测应变施加平

面应力约束条件。

求得基体的等效应变后，便知基体对应的硬化

模量犈ｍｐ，再由下列公式计算基体的切线模量犈
ｔ
ｍ、

泊松比ν
ｔ
ｍ 和剪切模量犌

ｔ
ｍ
［７］。

犈ｔｍ ＝
犈ｐｍ犈ｍ
犈ｐｍ＋犈ｍ

，ν
ｔ
ｍ ＝

１

２
－
１

２
－ν（ ）ｍ 犈

ｔ
ｍ

犈ｍ
，

犌ｔｍ ＝
犈ｔｍ

２（１＋ν
ｔ
ｍ）
． （７）

因纤维假定直到破坏均为弹性，其应变增量计

算式保持不变。单层板的应变，直接根据均值化公

式求得。基体应力达到屈服应力后，桥联矩阵中基

体的切线模量、泊松比和剪切模量取犈ｔｍ、ν
ｔ
ｍ 和

犌ｔｍ，按式（７）计算。

α、β在弹性阶段经过实验修正后，取值记为

α０、β０。从桥联矩阵元素表达式可知，α对应２犛１２１２，

β的主要部分对应于犛２２２２。因塑性阶段犛１２１２、犛２２２２

随基体塑性发展不断变化，α、β也不断变化，记为

α狓、β狓。另外，根据 Ｈｉｌｌ
［１９］对 Ｖｏｉｇｔ和Ｒｅｕｓｓ近似

方法［２０］的证明，无论夹杂的几何形状如何，Ｒｅｕｓｓ

近似方法给出的单向板模量是其等效有效模量的下

界。随着基体塑性发展，导致有效模量越来越接近

于下界，而应力比值越来越接近Ｒｅｕｓｓ平均应力假

定。由Ｒｅｕｓｓ近似方法的假定可知σ－
ｍ＝σ－

ｆ，也就

是说，在简单荷载（横向荷载或剪切荷载）下，随着

塑性的发展纤维和基体的横向应力和剪切应力比值

分别趋近于１，记为α狓、β狓→１。所有这些变化的根

本原因是基体发生了塑性变形，于是，α狓、β狓将是

塑性应变的函数。由塑性理论可知，等效塑性应变

是一个方便而有效的塑性参数，选其作为自变量，

α狓、β狓的函数形式为

α狓 ＝犳（ε－ｐ
ｌ），　β狓 ＝φ（ε

－ｐｌ），　
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犱ε－
ｅｑ
＝
２

３
犱ε

ｐ
犻犼犱ε

ｐ
犻（ ）犼

１
２

．

本文中选取两种函数形式：线性插值函数和非线性

函数。

（１）线性插值函数：

α狓 ＝α０＋ ε－
ｅｑ

ε－
ｅｑ
ｍａｘ

（１－α０），　β狓 ＝β０＋
ε－
ｅｑ

ε－
ｅｑ
ｍａｘ

（１－β０）．

（８）

式中，ε－
ｅｑ
ｍａｘ为基体极限强度对应的等效塑性应变。

（２）非线性函数中，α狓、β狓不仅与等效塑性应变

相关，还与基体的硬化模量相关。取α狓、β狓的变化趋

势与基体应力 应变曲线相似。函数进一步表示为

α狓 ＝犳（ε－ｐ
ｌ，犈ｐ），β狓 ＝φ（ε

－ｐｌ，犈ｐ）． （９）

其显式为

Δα狓
１－α０

＝
犈ｐ（ε－

ｍ，ｅｑ）Δε－
ｍ，ｅｑ

σｍａｘ－σ０
＝
Δβ狓
１－β０

（１０）

塑性计算步骤如下：（１）对单向复合材料施加

荷载增量；（２）计算桥联矩阵、纤维和基体的应力

分配矩阵；（３）计算纤维的应力、应变增量，更新

纤维应力、应变；（４）计算基体的各状态变量；（５）

计算单向复合材料的应变；（６）根据基体等效塑性

应变更新参数α狓、β狓后返回到第１步循环计算。

４　算例分析

依据上述细观力学弹塑性计算模型，对单向复

合材料的剪切性能进行计算。算例取之于文献

［２１］，单向板纤维体积含量为０．６０，纤维直到破坏

保持线弹性材料，犈ｆ＝７４ＧＰａ，μ
ｆ＝０．２。文献中给

出了基体的初始弹性模量、极限拉伸强度以及极限

拉伸应变。基体拉伸应力 应变曲线如图２。为方

便计算，用８个折线近似该曲线，折线段端点应力、

应变、等效塑性应变和硬化模量取值，见表１，中

间点的相应物理参数由端点值线性插值得到，每段

硬化模量犺取常数。算例中桥联参数初值为α０＝

０．３５、β０＝０．４５。基体的极限等效塑性应变 ε
－ｍ，ｅｑ
ｍａｘ ＝

ε－
σｍａｘ
犈ｍ
＝０．０２６１２。

图２　基体拉伸应力 应变曲线和拉伸应力 等效塑性应变曲线

Ｆｉｇ．２　Ｔｅｎｓｉｌｅｓｔｒｅｓｓ ｓｔｒａｉｎｃｕｒｖｅａｎｄｔｅｎｓｉｌｅ

ｓｔｒｅｓｓ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｐｌａｓｔｉｃｓｔｒａｉｎｃｕｒｖｅｆｏｒｍａｔｒｉｘｍａｔｅｒｉａｌ

　　α狓、β狓的非线性函数采用式（１０），等式中的分母

已无量刚化。根据基体８个折线９个端点，依次算

出相应的α狓、β狓值，列于表１中。折线中间点的α狓、

β狓按两端线性插值计算，变化过程示意见示意图３。

表１　基体弹塑性参数

犜犪犫犾犲１　犈犾犪狊狋犻犮狆犾犪狊狋犻犮狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犿犪狋狉犻狓犿犪狋犲狉犻犪犾

Ｂｒｅａｋｐｏｉｎｔｎｕｍｂｅｒ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

Ｓｔｒｅｓｓ／ＭＰａ ０．０ ３０．０ ４２．２ ５０．２ ５７．３５ ６５．３７ ７１．０ ７６．０６ ８０．０

Ｓｔｒａｉｎ／％ ０．０ ０．８９８ １．３９４ １．７６８ ２．２１４ ２．８７９ ３．４７１ ４．１８４ ５．０

Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｔｒａｉｎ／％ ０．０ ０．０ ０．１３４ ０．２６９ ０．５０２ ０．９２８ １．３５１ １．９１４ ２．６１２

Ｈａｒｄｅｎｉｎｇｍｏｄｕｌｕｓ／ＭＰａ ０．０ ９．１０４ ５．９２６ ３．０６９ １．８８３ １．３３１ ０．８９９ ０．５６４ －

α狓 ０．３５ ０．３５ ０．５３３ ０．６４ ０．７６ ０．８４４ ０．９１５ ０．９６ ０．９６

β狓 ０．４５ ０．４５ ０．６０９ ０．７１６ ０．８２０ ０．８９３ ０．９５８ １．０ １．０

·０６１· 复 合 材 料 学 报



图３　α狓和β狓取值示意

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｆｏｒａｓｓｉｇｎｉｎｇα狓ａｎｄβ狓

图４　单向复合材料应力 应变曲线

Ｆｉｇ．４　Ｓｔｒｅｓｓ ｓｔｒａｉｎｃｕｒｖｅｏｆａＵＤｌａｍｉｎａｕｎｄｅｒ（ａ）ｓｈｅａｒａｎｄ（ｂ）ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎｌｏａｄｓ

　　计算的单向复合材料剪切应力 应变曲线见图

４（ａ）。从图４（ａ）中可以看到，计算曲线与实验曲线

大致相同。ε＝１．３２５％之前，３条曲线几乎重合；当

单向复合材料剪切变形为４％时，α狓、β狓按线性变化

的预测剪切应力为７８．２ＭＰａ，比实验值７３ＭＰａ高

出７％，而α狓、β狓按非线性变化的预测曲线和实验

曲线几乎重合。计算的横向压缩应力 应变曲线见

图４（ｂ）。从图４（ｂ）中可以看到，横向应力 应变曲

线与实验曲线吻合较好，并且横向压缩的轴向应变

大部分呈弹性，接近破坏前呈现较大塑性。对比结

果表明，本文中论述的计算方法是可行的。

５　结　论

（１）基于 ＭｏｒｉＴａｎａｋａ方法计算模型，得到了

基体和纤维平均应力在弹性阶段的桥联矩阵，结果

表明，单向复合材料的横向模量和剪切模量主要受

Ｅｓｈｅｌｂｙ张量的影响。

（２）通过在基体和纤维应力之间的桥联矩阵中

引入修正参数，建立修正参数与基体等效塑性应变

的函数关系式，并对单向板平面剪切的应力 应变

曲线进行了预报。预报值与实验值吻合较好，表明

本文方法可行。
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