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基于虚拟裂纹闭合技术的应变能释放率分析

鲁国富∗�刘　勇�张呈林
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摘　要：　基于虚拟裂纹闭合技术（ VCCT） �建立了复合材料层合板层间裂纹尖端的应变能释放率（SERR）三维有
限元计算模型。该模型考虑了裂纹尖端大转动和离散单元形状变化对应变能释放率计算的影响�修正了裂纹尖端
应变能释放率的计算方法。利用该模型计算了裂纹长度为15mm 和35mm 时纯Ⅰ型和纯Ⅱ型的应变能释放率�
纯Ⅰ型应变能释放率分别为207J／m2和253J／m2；纯Ⅱ型应变能释放率分别为758J／m2和1040J／m2；计算值与
试验值吻合得很好。同时�该模型计算了混合型不同比值 R＝（ GⅡ／GⅠ＋GⅡ）的长裂纹层合板层间断裂过程的应变
能释放率�其中Ⅰ型和Ⅱ型应变能释放率计算值与试验平均值的最大误差为11．4％�最小误差为0．4％。该模型
能有效计算裂纹尖端的应变能释放率。
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中图分类号：　TB332；V258＋．3；TB330．1　　文献标志码：A

Analysis of strain energy release rate based on virtual crack closure technique
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Nanjing Universit y of Aeronautics and Astronautics �Nanjing 210016�China）
Abstract ：　A t hree-di mensional （3D） finit e ele ment （ FE） model f or calculati ng t he strain energy release rat e
（SERR） at t he crack ti p of co mposit e la minat es was built up based on t he virt ual crack closure t echnique （ VCCT） ．
The model involved eff ect s on SERR co mputation by large rot ation of t he crack ti p and variet y of discret e ele ment
shapes ．The met hod of SERR calculation at t he crack ti p was modified ．When crack lengt hs were 15mm and
35mm�t he SERRs of pure mode Ⅰand mode Ⅱ were co mputed wit h t his model ．The SERRs of pure mode Ⅰare
207J／m2and 253J／m2�and t he SERRs of pure mode Ⅱ are 758J／m2and 1040J／m2．The predict ed val ues agree
wit h experi mental dat a ．At t he sa me ti me �t he mixed-mode SERRs of varied ratios R＝（ GⅡ／GⅠ＋GⅡ） wit h large
cracks were also co mputed ．The error range bet ween predict ed SERRs and experi mental dat e is 0．4％to 11．4％．
This model can exactl y calculat e SERRs at t he crack ti p ．
Keywords ：　virt ual crack closure t echnique ；strain energy release rat e ；co mposit e la minat es ；finit e ele ment anal ysis

　　复合材料由于其比强度和比刚度高、耐疲劳等
特点�在航空航天领域得到广泛应用。复合材料的
失效是限制复合材料应用的首要问题。分层是复合
材料结构的一个主要失效模式［1］ 。发生分层的结
构�其刚度和强度大大降低。
　　应变能释放率又称应变能差率�是分层扩展的
动力�其可用于复合材料层合板的分层起裂和扩展
的研究�同时也适合于计算线性／非线性、2D／3D
情况下的含缺陷构件应力强度因子。根据能量平衡

原理可得到应变能释放率 G：
G＝ dd A（ W－U） （1）
式中：W 为外力做的功；U 为体内弹性能；A 为裂
纹面积。
　　由于分层起裂和扩展的临界应变能释放率在试

验中容易测得�且对于研究复合材料分层应变能释
放率比应力强度因子方便�因此应变能释放率被广
泛用于各种外载（如冲击载荷、疲劳载荷和静载荷
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等）以及热应力对复合材料造成分层的研究中［2-5］ 。
总应变能释放率 GT包括Ⅰ型应变能释放率 GⅠ 、Ⅱ
型应变能释放率 GⅡ和Ⅲ型应变能释放率 GⅢ �3种
应变能释放率对应的复合材料分层形式如图1。

图1　分层的3种形式
Fig ．1　Three modes of dela mination

　　对于纯Ⅰ型、Ⅱ型和Ⅲ型裂纹分层与扩展�可
以通过计算层间裂纹的应变能释放率与层间断裂韧

性值比较来判断；对于混合型裂纹的起始与扩展�
需要建立相应的失效准则判断。因此�裂纹尖端的
应变能释放率的计算是首要问题。基于2D 和3D
有限元分析的虚拟裂纹闭合技术（ VCCT） ［6-7］ 可用
来计算应变能释放率。虚拟裂纹闭合技术主要是将
裂纹闭合积分拓展到有限元分析中。随后人们修正
了这种方法�采用一阶段裂纹闭合计算方法�并逐
渐从双材料平面单元裂纹模型扩展到壳单元模型和

三维单元模型［8-9］ 。
　　本文作者采用三维有限元模型�避免了二维模
型不能有效计算自由边界处应力�无法准确计算自
由边界处应变能释放率的缺陷；同时建立了混合型
层间断裂试验（ MMB 试验）中的杠杆装置以及杠杆
装置与试件的铰约束模型�真实地模拟了试验过
程�消除了杠杆装置转动和其它附属装置（如位移
计）的重力对应变能释放率计算引起的误差；且充
分考虑了裂纹尖端大转动和裂纹尖端畸变区离散单

元形状的影响。采用该模型�计算了裂纹尖端Ⅰ
型、Ⅱ型和Ⅲ型应变能释放率及其分布�并将不同
裂纹长度的纯Ⅰ型和纯Ⅱ型应变能释放率与试验值
比较�以及将混合型中不同比值 R 的Ⅰ型和Ⅱ型应
变能释放率与试验值进行了比较。

1　虚拟裂纹闭合技术
　　虚拟裂纹闭合技术和两阶段裂纹闭合技术是在

裂纹闭合积分方法的基础上发展而来的�裂纹扩展
Δa 释放的能量与闭合这段裂纹需要的能量相等的

假设是该技术的前提。两阶段裂纹闭合技术的2个
状态如图2所示。

图2　两阶段裂纹闭合技术
Fig ．2　T wo-st ep crack cl osure t echnique

　　两阶段裂纹闭合技术需要完成2个状态的有限
元计算�在图2（a）中确定裂纹尖端节点的力�在图
2（b）中确定在该节点力作用下产生的位移差；对于
2D 裂纹模型�裂纹扩展Δa 释放的能量为
ΔE＝12（ X1mΔu2m＋Z1mΔw2m） （2）
式中：X1m、Z1m分别为第1阶段裂纹尖端 x 向和z
向裂纹上部节点力（ X U1m、ZU1m） 或者下部节点力
（ XL1m、ZL1m） �如图2（a）所示；Δu2m、Δw2m分别为第
2阶段 x 向位移和z 向位移差�如图2（b）所示。
　　虚拟裂纹闭合技术在上述假设的基础上�同时
认为裂纹从a＋Δa 扩展到a＋2Δa 并没有明显改变
裂纹尖端的状态（图3） �因此裂纹扩展到k 时节点i
上的位移和当裂纹尖端在i 节点时m 节点的位移是
相等的�这样虚拟裂纹闭合技术只需要一阶段有限
元计算。对于2D 模型�该状态下释放的能量为
ΔE＝12（ X iΔu m＋ZiΔw m） （3）
式中�X i、Zi为裂纹尖端上部节点力（ X U

m、ZU
m）或者

下部节点力（ XL
m、ZL

m） �如图3所示。

图3　虚拟裂纹闭合模型
Fig ．3　Virt ual crack cl osure model

　　确定能量ΔE 后�应变能释放率 G＝ΔE／ΔA。
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其中ΔA 为裂纹面积。
　　通常复合材料结构分层是混合模式的�因此需
要计算相应3种分层模式的应变能释放率 GⅠ、GⅡ
和 GⅢ�而这要求有限元计算模型必须是三维的。
计算公式分别为

GⅠ ＝－ 12ΔAZ Mi（ w Mm－w′Mn） （4）
GⅡ ＝－ 12ΔAX Mi（u Mm－u′Mn） （5）
GⅢ ＝－ 12ΔAY Mi（v Mm－v′Mn） （6）
式中：下标 M 为节点行的编码；下标i 、m、n 分别
为节点列的编码；X、Y 和Z 为节点力；u、v 、w、
u′、v′和 w′为节点位移�如图4（a） 所示。ΔA ＝
Δa×b�如图4（b）所示。

图4　三维虚拟裂纹闭合技术示意图
Fig ．4　Sket ch of 3D virt ual crack cl osure t echnique

2　裂纹尖端的应力奇异性和大转动分析
2．1　裂纹尖端的应力奇异性分析
　　裂纹尖端应力场的奇异性会导致应变能释放率

计算的不收敛�因此需要有效计算裂纹尖端的应力

场；而裂纹尖端单元长度的选择对准确计算裂纹尖
端应力起到至关重要的作用。若裂纹尖端单元长度
Δa 太大�求解的节点应力精度过低�应变能释放率
的计算不准确；若Δa 太小�会导致节点应力求解
发生振荡�同时Δa 小于单层板厚度时�则有限元
模型不能真实计算各向异性复合材料层合板的应力

场。根据计算收敛性验证�以及经验［8］ 取Δa＝
0∙01a�或者是纤维直径的几倍。
2．2　裂纹尖端大转动分析
　　对于结构发生大位移产生裂纹尖端转动或出现

了刚性转动�计算裂纹尖端应变能释放率需要将节
点力和节点位移转换到裂纹尖端的局部坐标系下�
局部坐标系的切向（ x′或者Ⅱ型模式） 和法向（ z′或
者Ⅰ型模式）如图5所示。在局部坐标系下的应变
能释放率分别为

GⅠ ＝－ 12ΔAZ′i（ w′m－w′m′） （7）
GⅡ ＝－ 12ΔAX′i（u′m－u′m′） （8）
式中：Z′i、X′i为在局部坐标系x′z′下i 节点上的节

点力�即
Z′i
X′i

＝ cos β －sin β
si n β 　cos β

Zi
X i
；Zi、X i 为

总体坐标系 xz 下i 节点上的节点力；β为裂纹尖端
转动角；u′m、w′m为m 节点在局部坐标系x′z′下的
x′向位移和z′向位移；u′m′、w′m′为m′节点在局部坐
标系 x′z′下 的 x′向 位 移 和 z′向 位 移�且
w′m－w′m′
u′m－u′m′ ＝ cos β －sin β

si n β 　cos β
w m－w m′
u m－u m′ ；u m、

w m 为m 节点在总体坐标系xz 下的x 向位移和z
向位移；u m′、w m′为m′节点在总体坐标系xz 下的x
向位移和 z 向位移。

图5　裂纹尖端大转动示意图
Fig ．5　Sket ch of large rot ati on of crack ti p
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3　裂纹尖端单元长度和宽度分析
3．1　裂纹尖端单元长度分析
　　在裂纹尖端处存在应力集中�有限元网格需要
局部细化处理或使用自适应剖分方案�裂纹尖端的
单元尺寸是变化的�如图6所示。

图6　裂纹尖端不同长度单元示意图
Fig ．6　Sket ch of crack ti p wit h diff erent lengt h ele ment s

　　对应变能释放率的计算修正可以通过裂纹尖端

的应力场分布来完成。沿裂纹扩展方向应力分布通
常可表示为［10］

σ（r）＝bσ∞ 1
r
＝d Xd A＝d X

bdr （9）
式中：b 为单元宽度；σ∞为未受应力集中影响的远
场应力；X 为距离裂纹r 处的力。
　　由式（9）沿一个单元长度积分可得裂纹尖端上
的节点力�当单元长度为Δa1时�可得
X～i ＝∫Δa1

0 bσ∞ dr
r
＝2bσ∞ Δa1 （10）

　　当单元长度为Δa2时�同理可得
X i＝2bσ∞ Δa2 （11）
　　由式（10）和式（11）可知�裂纹尖端的节点力只
与单元长度有关�因此可得

X～i＝ Δa1Δa2
1／2
X i （12）

　　将式（12）带入裂纹前后单元长度相等的应变能
释放率计算式（5）中�可得
GⅡ ＝－ 12bΔa1X i u m－u′m

Δa1Δa2
1／2

（13）
同理

GⅠ ＝－ 12bΔa1Zi（ w m－w′m）
Δa1Δa2

1／2
（14）

3．2　裂纹尖端单元宽度分析
　　上述应变能释放率的计算都是基于单元宽度是

常值来考虑的�而实际结构中�对三维分层缺陷的
处理�会产生变宽度的有限单元�如图7所示。

图7　裂纹尖端不同宽度单元示意图
Fig ．7　Sket ch of crack ti p wit h diff erent widt h ele ment s

　　图7中标出了节点i 上节点力作用的裂纹扩展
面积（ΔA1＋ΔA2） �同时考虑裂纹尖端单元长度不
等�应变能释放率计算等式修正为

GⅠ ＝－ 12（ΔA1＋ΔA2） Zi（ w m－w′m）
Δa1Δa2

1／2
（15）

GⅡ ＝－ 12（ΔA1＋ΔA2） X i（u m－u′m）
Δa1Δa2

1／2
（16）

GⅢ ＝－ 12（ΔA1＋ΔA2）Y i（v m－v′m）
Δa1Δa2

1／2
（17）

　　对于自由边界上的应变能释放率计算�由于只
存在ΔA1的裂纹断裂面�则应用上述公式时应令
ΔA2为0；对于不是直线分布的裂纹尖端分层�上
述公式也是适用的。

4　有限元分析
4．1　有限元模型的建立
　　本文中应用八节点三维实体单元建立层合板的

VCCT 有限元模型�计算了复合材料层合板的Ⅰ型
（DCB） 、Ⅱ型（ENF） 和混合型（ MMB） 层间断裂的
应变能释放率�并与韧性试验结果［11］ 进行了对比。
图8是3种试验示意图。
　　DCB 试验和ENF 试验广泛用于测量纯Ⅰ型和
纯Ⅱ型层间断裂韧性值�而Euler-Ber noulli 梁理论
或带剪切效应的Ti moshenko 梁理论是计算断裂韧
性值的理论基础。MMB 试验则将 DCB 试验和
ENF 试验有效地结合�能同时测量Ⅰ型和Ⅱ型应变
能释放率以及靠简单移动外载荷作用点便能获得大

范围的应变能释放率比值 R�因此其应用越来越
广泛。
　　本文中采用的材料是 HTA／6376C 碳纤维／环
氧树脂基复合材料层合板�其材料性能参数为 E1
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图8　试件几何参数和载荷状态
Fig ．8　Geo met ry para met ers of speci men and l oad st at es

＝120GPa �E2＝E3＝10．5GPa �ν12＝ν13＝0．30�
ν23＝0．51�G12＝G13＝5．25GPa �G23＝3∙48GPa 。
试件单铺层厚度为0．13mm�宽度b＝20mm�长
度l＝150mm�名义厚度2h＝3．12mm�试件铺层
为［012∥（ ±5／04） S］ �其中“ ∥” 是预制分层面。
　　本文中建立的VCCT 三维有限元模型（图9）包
括试件模型、杠杆装置模型以及二者之间的运动约
束（图9中 R） �真实模拟了试验过程；避免了由于
简化杠杆装置使用线性分析方法确定试件上承受的

外载而引入误差的缺陷；当移去杠杆装置模型�此
模型可计算纯Ⅰ型和纯Ⅱ型应变能释放率。由于杠
杆刚度远大于试件刚度�杠杆用刚性梁单元模拟；
杠杆与试件的连接使用刚性杆单元模拟；试件使用
八节点三维实体各向异性单元模拟；且在实体单元
与杆单元之间建立铰接单元�并对与作用杆接触的
试件上纵排节点自由度耦合�模拟试件在接触的横
截面上的位移关系。本文中建立的模型的求解集运
动与弹性变形于一体�能真实模拟试件的受载过
程�提高了试件内部应力与位移的计算精度。
4．2　计算结果分析
　　由于复合材料试验数据存在很大分散性�需要
对同一试件做多次测量�Juntti M、Asp L E 和
Olsson R［12］ 对每种情况分别测试5次�给出测量结
果的平均值和标准差�其试验结果和本文中的预测
值分别列在表1中。

图9　复合材料层合板三维有限元模型
Fig ．9　3D finit e ele ment model of co mposit e la minat es

　　在三维有限元模型的基础上�本文中应用了
VCCT 技术。考虑到裂纹尖端离散单元尺寸的变
化�采用公式（15） 、（16）和（17）来修正应变能释放
率；由于试件在加载过程中发生大位移�裂纹尖端
发生大转动�因此将裂纹尖端的节点力和节点位移
转换到裂纹尖端坐标系中�即采用公式（7） 、（8）中
的节点力和节点位移替代公式（15） 、（16）中的节点
力和节点位移。
　　DCB 试验中试件裂纹尖端各型应变能释放率
（SERR）分布如图10。

图10　DCB 试验中试件各型应变能释放率分布
Fig ．10　Dist ri bution of SERR of speci men in t he DCB t est

　　由图10中看出�无论裂纹长度是15mm 还是
35mm�Ⅱ型和Ⅲ型应变能释放率都是0�这与DCB
试验只产生Ⅰ型应变能释放率的理念和理论分析是
一致的。其次2条 GⅠ分布曲线规律是一致的�在
自由边界处 GⅠ值下降很多�而且在最靠近自由边
界处这2种情况的 GⅠ值基本相等。主要是因为在
自由边界处�节点承受周围约束不强�产生同样张
开位移�所需外力较小�故产生较小的应变能释放
率。由于结构对称�应变能释放率也成对称分布；
同时对称点处应变能释放率不受自由边界影响�可
作为该结构的应变能释放率与试验值比较。a＝
15mm时�GⅠ ＝207J／m2�与试验平均值258J／m2

相比误差为－19．8％�这主要由复合材料试验结果
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图11　ENF 试验中各型应变能释放率分布
Fig ．11　Dist ri bution of SERR of speci men in t he ENF t est

分散性、结构的非线性以及裂纹尖端应力的奇异性
带来较大的误差。a＝35mm 时�GⅠ ＝253J／m2�
与试验平均值260J／m2吻合得很好。
　　同时借助三维有限元模型模拟了ENF 试验�
计算出Ⅱ型应变能释放率�沿 y 向分布如图11
所示。
　　由图11可知�ENF 试验中主要产生的是Ⅱ型
应变能释放率�Ⅰ型和Ⅲ型基本上为0�这与理论是
一致的。同时 GⅡ在自由边界处产生了跳跃�主要
是此点承受周围约束不强�产生较大的节点力。当
a＝15mm 时�对称节点处的 GⅡ ＝758J／m2�与试
验平均值误差为2．2％；当 a＝35mm 时�对称节
点处的 GⅡ ＝1040J／m2�与试验平均值误差为
3∙8％。因此应用基于三维有限元的VCCT 技术能
有效地计算复合材料层合板的层间应变能释放率。
　　对不同比值 R 的长裂纹（ a＝35mm） MMB 试
验�应用VCCT 技术计算各型应变能释放率�其分
布如图12所示。
　　图12中�不同 R 值下对应的各型应变能释放
率的分布规律是一致的。在自由边界处 GⅠ有大幅

下降�降幅超过50％；而 GⅡ则在最端部有小幅跳

跃�跳跃幅度10％左右；而 GⅢ也有小幅上升�主
要是在自由边界周围产生少量的 y 向应力�与理论
假设0值有差别�但更符合实际情况。
　　当R＝0．25时�计算值分别为GⅠ ＝214J／m2、
GⅡ ＝73∙6J／m2�与试验平均值误差分别为
－6∙1％和－4．4％�吻合得很好；当 R＝0．50时�
应用 VCCT 计算的应变能释放率分别为 GⅠ ＝
229J／m2、GⅡ ＝226J／m2�与试验平均值误差分别

图12　不同 R 值时各型应变能释放率分布
Fig ．12　Dist ri bution of SERR wit h respect t o R

为3．2％和0．4％；当 R＝0．75时�计算出的应变
能释放率分别为 GⅠ ＝185J／m2、GⅡ ＝511J／m2�
与试验平均值误差分别为11．4％和1．0％�虽然Ⅰ
型误差相对较大�但仍在试验可信度范围（ ＜166＋
3×8＝190J／m2）之内�因此应用VCCT 技术计算
应变能释放率可收到很好的效果。
　　由表1可知�计算值与试验值基本吻合�仅当
a＝15mm 时�计算值与DCB 试验值误差较大�但
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表1　应变能释放率的试验值和计算值
Table 1　Experi mental values and calculated values of SERR

Test t ype DCB ENF MMB （a＝35mm）
a＝15mm a＝35mm a＝15mm a＝35mm R＝0．25 R＝0．50 R＝0．75

Experi ment al
val ues／（J·m－2）

GⅠ 258±12 260±10 － － 228±21 222±12 166±8
GⅡ － － 742±53 1002±63 77±7 225±11 506±23
GⅢ － － － － － － －

Calculat ed
val ues／（J·m－2）

GⅠ 207 253 15．3 1．7 214 229 185
GⅡ 0 0 758 1040 73．6 226 511
GⅢ 0 0 0 0 0 0 0

Not e ：The ratio R was decided by c （see Fig ．8（c）） in t he anal ysis based on bea m t heory ．

仍可以接受；其他情况的计算值全部处于试验值的
可信度范围之内�与试验平均值相比误差较小�说
明采用本文中建立的三维 VCCT 有限元模型能有
效计算复合材料裂纹尖端应变能释放率。

5　结　论
　　（1） 针对复合材料层合板的分层失效模式�建
立了计算其对应的应变能释放率三维有限元模型。
　　（2） 引入VCCT 同时�考虑了裂纹尖端大转动
和局部细化产生不同单元长度的影响�对各型应变
能释放率的计算进行了修正；将杠杆装置和运动约
束建立到有限元模型中�消除了杠杆转动和附属装
置重力引入的非线性误差。
　　（3） 通过计算与试验对比表明：短裂纹试件的
应变能释放率计算值与DCB 试验值误差较大�但
长裂纹试件的应变能释放率计算精度较高；不同裂
纹长度试件的应变能释放率计算值与ENF 试验值
吻合得很好�误差小于5％；不同比值 R 的长裂纹
试件各型应变能释放率计算值与 MMB 试验值基本
吻合；仅当 R＝0．75时 GⅠ误差达到11．4％�但仍
处于材料性能分散性范围之内；其他的计算误差都
小于10％。基于VCCT 技术计算复合材料层合板
层间裂纹处的应变能释放率达到了很好的效果。
　　（4） 由于自由边界的影响�端部的应变能释放
率有较大变化�GⅠ和 GⅢ变化比较平缓�GⅠ变化幅

值比较大�GⅢ变化幅值较小；GⅡ变化幅值比较小�
但在最外端发生跳跃；GⅢ基本上维持在0值�这与
理论完全吻合。
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