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基于组合单元的层压复合材料三维应力分析

李亚智，郭晓波，黄志远
（西北工业大学 航空学院，西安７１００７２）

摘　要：　为了分析层压复合材料层间特性，推导了将刚性元 弹簧元相结合的离散型界面单元的刚度矩阵。建立

了层压板的准三维模型，即将 Ｍｉｎｄｌｉｎ板单元应用于层压板的各子层，层间作用则利用上述界面单元来模拟。通

过弯曲板元计算子层面内应力，通过界面单元的弹簧力确定层间应力。对受面内拉伸的多向层压板条进行了应力

分析，与使用商业软件三维实体模型计算得到的层间和面内应力对比，结果表明准三维模型的计算结果合理。这

种新型界面单元的优点是可用来表征层间损伤，并且能通过对弹簧刚度的消减来模拟分层损伤的演变。
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　　层压复合材料在工程领域具有广泛用途，层间

界面强度是制约其性能的主要因素。层压板复合材

料各子层弹性模量的不一致和胶连后的变形连续性

导致层间产生应力。层间应力是导致材料分层失效

的重要原因，因此求解层间应力的大小和分布受到

广泛关注和研究。

Ｋａｎｔ等
［１］总结了层压板层间应力的常用计算

方法。Ｐｉｐｅｓ和Ｐａｇｎｏ在三维弹性力学理论的基础

上使用有限差分法［２］求解层间应力。拟三维有限元

法［３５］采用二维高阶单元，在单元特性中考虑铺层

顺序和铺设角的作用，可方便地得到层间应力结

果。这类方法也被用于压电智能材料界面应力计

算［６］以及热载下的层压板层间应力［７］的计算等。利

用三维实体单元的有限元建模方法既可以真实地模

拟复合材料层合板的结构特性，又可以直接使用商

业软件进行计算，因而得到广泛应用。

用有限差分法计算层间应力比较繁琐，且无法

适应复杂的边界条件。尽管拟三维和三维有限元法

均可方便地计算层间应力，但在复合材料的损伤表

征、渐进强度计算和疲劳分析中存在一些问题，即

不方便模拟分层损伤状态和相应的刚度退化。虽然

可利用商用软件在三维层间加入界面单元来模拟层

间损伤［８］，但计算规模较大。为此，本文中尝试建

立一种适合计算层压板层间应力和表达层间损伤的



准三维有限元模型，该模型包含一种由刚性元和弹

簧元组合而成的层间界面单元，并编制计算程序。

１　层压板准三维有限元模型

张培新等［９］提出了一种层压板准三维有限元模

型，如图１（ａ）所示。在层压板的各子层中面利用等

参４结点弯曲板元划分网格，将相邻子层的每一对

板元结点作为主结点，并在主结点对之间增加一对

重合的副结点。每对主、副结点之间通过刚性单元

连接，长度为子层厚度的一半（犺／２），重合的副结

点之间则嵌入３个弹簧元。

４结点板元的刚度由子层或单向板的面内刚度

性质所决定；刚性元确定主、副结点自由度之间的

关联关系，并反映各层的厚度；３个弹簧元的刚度

常数近似地根据单向板厚度方向的刚度特性确定，

它们分别是

犽狓 ＝
犌１３犃

犺
；犽狔 ＝

犌２３犃

犺
；犽狕 ＝

犈３３犃

犺
（１）

式中，犃 为单元折算面积，等于刚性元 弹簧元处

板元结点的相关单元面积总和的１／４。计算中，３

个弹簧力分别用来计算３个层间应力分量τ狕狓、τ狕狔

和σ狕。对于对称铺层的层压板，只需要对板厚度的

一半进行建模，因此在厚度中面处还会出现图１（ｂ）

所示的情况。

图１　准三维模型示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｑｕａｓｉ３Ｄｍｏｄｅｌ

这种准三维模型的优点是，可以通过弹簧刚度

的适当退化来表征层压板层间损伤及其扩展。但是

这种模型在对各子层划分网格的基础上，在各子层

之间增加了许多用来连接弹簧元的副结点，使计算

规模大大增加。为此，本文中推导刚性元和弹簧元

组合的层间界面单元，以消除副结点及其自由度，

从而缩小计算规模。

２　层压板的界面单元

图２所示为２个刚性元和１组弹簧元的组合。

结点１、２位于相邻子层的中面，是子层弯曲板元的

结点，也是刚性元的主结点。１′和２′分别为２个刚

性元的副结点，位于相邻子层的层间界面上，位置

坐标重合。设主、副结点各有５个自由度，所以在

图２　刚性元 弹簧元组合界面单元

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌｅｌｅｍｅｎｔｃｏｍｂｉｎｅｄｗｉｔｈｒｉｇｉｄａｎｄｓｐｒｉｎｇｅｌｅｍｅｎｔｓ

２个副结点之间嵌入５个弹簧单元。主、副结点的

位移列阵分别为

δ＝
δ１

δ
［ ］
２

；δ′＝
δ′１

δ′
［ ］
２

（２）

式中：

δ犻 ＝ ［狌犻　狏犻　狑犻　θ犻狓　θ犻狔］
Ｔ；

δ′犻＝ ［狌′犻　狏′犻　狑′犻　θ′犻狓　θ′犻狔］
Ｔ
　（犻＝１，２） （３）

式中矩阵内５个元素分别为主、副结点按坐标正向

的３个位移分量和２个转角分量。

相应的主、副结点的结点力列阵分别为

犉＝
犉１

犉
［ ］

２

；犉′＝
犉′１

犉′
［ ］

２

（４）

式中：

犉犻 ＝ ［犉犻狓　犉犻狔　犉犻狕　犕犻狓　犕犻狔］
Ｔ；

犉′犻＝ ［犉′犻狓　犉′犻狔　犉′犻狕　犕′犻狓　犕′犻狔］
Ｔ
　（犻＝１，２）

（５）

式中矩阵内５个元素分别为主、副结点按坐标正向

的３个结点力分量和２个结点力矩分量。主、副结

点位移列阵和结点力列阵的转换关系分别为

δ′＝犜δδ；犉′＝犜犉犉 （６）

其中：

犜δ ＝
狋δ１ ０

０ 狋δ
［ ］

２

；

狋δ犻 ＝

１ ０ ０ ０ 狕′犻－狕犻

０ １ ０ －（狕′犻－狕犻） ０

０ ０ １ 狔′犻－狔犻 －（狓′犻－狓犻）

０ ０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ １

（７）
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且利用虚功原理可以证明：

犜Ｔ
δ＝－犜

－１
犉 （８）

５个弹簧元的组合刚度方程为

犓Ｓδ′＝－犉′ （９）

其中

犓Ｓ＝
犽Ｓ －犽

Ｓ

－犽
Ｓ 犽

［ ］Ｓ
，犽Ｓ＝

犽狓 ０ ０ ０

０ 犽狔 ０ ０ ０

０ ０ 犽狕 ０ ０

０ ０ ０ 犽θ狓 ０

０ ０ ０ ０ 犽θ

熿

燀

燄

燅狔

（１０）

式中：犽狓、犽狔 和犽狕 按式（１）确定，分别对应层间应

力分量τ狕狓、τ狕狔和σ狕；转动刚度犽θ狓和犽θ狔在层间应力

分析中不必要，可以赋零值。

刚性元和弹簧元组合成一种层压板的界面单

元。将式（６）和式（８）代入式（９）可知界面元的刚度

方程为

犓ｅδ＝犉 （１０）

其中刚度矩阵为

犓ｅ＝犜
Ｔ
δ犓

Ｓ犜δ （１１）

图１（ｂ）中的界面单元是上述界面单元的特例，

相关的公式不再赘述，但需要增加一层中面结点。

３　多向层压板的三维应力分析

３．１　有限元模型

编制层压板准三维模型有限元程序，进行多向

层压板条受面内拉伸时的层间应力分析。算例铺层

为［－４５／０／４５／９０／－４５／０／４５／０］Ｓ，材料为 Ｔ３００／

ＱＹ８９１１碳纤维增强双马树脂，纤维体积含量为

６０％～６５％，尺寸为１００ｍｍ（长）×２５ｍｍ（宽），单

层名义厚度０．１２５ｍｍ。铺层具有对称性，仅取厚

度中面以下８层进行有限元建模。各子层采用基于

Ｍｉｎｄｌｉｎ薄板弯曲理论的４结点等参单元
［１０］划分网

格，单元属性如表１所示，相邻子层之间则采用了

本文中导出的界面单元。

表１　犜３００／犙犢８９１１材料弹性常数

犜犪犫犾犲１　犕犪狋犲狉犻犪犾犮狅狀狊狋犪狀狋狊狅犳犜３００／犙犢８９１１犮狅犿狆狅狊犻狋犲

犈１１／

ＧＰａ

犈２２／

ＧＰａ

犈３３／

ＧＰａ

犌１２／

ＧＰａ

犌２３／

ＧＰａ

犌１３／

ＧＰａ
ν１２ ν２３ ν１３

１３５．０ ８．８ ８．８ ４．４７ ３．２ ４．４７ ０．３３０．４８０．１５

　　模型坐标原点建立在板的形心，狓轴沿长度方

向，狔轴沿宽度方向。为了考察界面单元和准三维

模型的计算结果，同时采用商用有限元软件的２０结

点三维实体单元划分网格，沿厚度方向每个子层１个

单元。图３给出２种有限元模型的网格图。２种模

型均在典型截面狓＝０、靠近两侧边狔＝±１２．５附

近适当加密网格。边界条件和加载方式为：层压板

中面与相邻层之间处采用图１（ｂ）的界面元，中面

上各结点狕向位移狑＝０；板的一端所有板元结点

固支，在另一端的各板元结点施加狓方向的位移控

制载荷。这种约束和加载方式可以近似模拟试验件

在试验机上牢固夹持及拉伸的情形，同时各子层受

载大小可根据刚度自动分配。

图３　准三维和三维有限元分析网格

Ｆｉｇ．３　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｓｈｅｓｏｆｔｈｅ

ｑｕａｓｉ３Ｄｍｏｄｅｌａｎｄｔｈｅ３Ｄｍｏｄｅｌ

三维模型沿厚度方向每个子层有１层实体元，

高度等于子层厚度。为避免单元性态变差，单元的

面内尺寸相对于厚度方向的尺寸不能过大，如图

３（ｂ），从而导致网格密度较大。而准三维模型对每

个子层采用弯曲板元划分，在远离高应力梯度的区

域单元尺度可以较大，从而减小计算规模。这里三

维实体模型总自由度约为准三维模型的８倍。

３．２　层间应力分布

将光滑板条中面及其以下的各个层间按０～７

进行编号。为了显示本文中界面元准三维模型的合

理性，并列给出准三维模型和三维实体模型计算的

层间应力分布。同时还给出了有假设分层损伤的算

例，其损伤区域如图４所示，层间１、３在以（０，

１２．５）和（０，－１２．５）为圆心、半径为１ｍｍ的半圆形

区域内发生脱层（相应的弹簧刚度置零）。为节省篇
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图４　分层损伤区域

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅａｒｅａｏｆｄｅｌａｍｉｎａｔｉｏｎｄａｍａｇｅ

幅，图５仅给出截面层间０～３的应力分布。图中

横坐标为狔坐标的无量纲值２狔／犠，犠 为板宽，纵

坐标为远端平均拉伸应力正则化后的应力水平，即

单位拉伸应力下的应力水平。

由图５可以得出：（１）受面内拉伸板条的自由

边附近有明显的层间应力集中，最大层间应力的大

小接近拉伸应力的１０％。层间剪应力关于模型狓

轴呈反对称分布；层间正应力分布关于模型狓轴对

称。（２）准三维模型能够反映出自由边附近应力梯

度的细节变化。准三维模型根据弹簧变形直接得出

结点处的层间应力；三维模型的层间应力则是由单

元积分点上的应力外推到层间结点并绕结点平均而

得出的近似值。（３）三维模型和准三维模型得到了

图５　层间应力分析结果

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒｌａｍｉｎａｒｓｔｒｅｓｓｅｓ
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图６　面内应力分布

Ｆｉｇ．６　Ｉｎｐｌａｎｅｓｔｒｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

非常相似的层间应力分布，使得２种模型的合理性

得到了相互印证。（４）分层损伤使其所在层间（图

５（ｆ）、５（ｌ））及与之相邻无分层的层间（图５（ｃ）、

５（ｉ））的应力分布发生变化。

３．３　面内应力分布

将无损伤拉伸板条中面以下各子层按１～８进

行编号。截面狓＝０上各子层层内正轴应力σ１、σ２ 和

τ１２的分布由图６给出。子层１、３、７均为０°铺层，

它们的面内应力分布基本相同，图中仅以子层１的

结果作为代表。准三维模型和三维模型的面内应力

结果相当一致，图６仅列举前者的结果。此外，还

使用二维经典层压板理论计算面内应力。计算结果

说明：（１）当光滑板条受面内均匀拉伸时，用经典

层压板理论得到的应力分布均匀。然而，实际面内

应力在自由边附近也有较大的变化梯度。图６各曲

线平直段的结果与经典层压板理论的结果基本相

同。（２）在经典层压板理论中，对称铺层受面内载

荷时，具有相同铺设角度的各子层面内应力分布相

同。然而在准三维模型的计算结果中，铺层顺序对

具有相同铺设角各子层的面内应力分布有影响。

４　结　论

（１）利用刚性元和弹簧元构造了一种复合材料

层合板层间界面单元，并利用其和弯曲板元建立分

析复合材料层压板三维应力的准三维有限元模型。

通过和三维实体有限元及经典层压板理论分析结果

对比，表明新界面单元和准三维模型的合理性。

（２）对本文中的多向铺层板算例，自由边层间

应力的最大值接近拉伸应力的１０％。同时，与经典

层压板理论结果不同，在自由边附近面内应力也存

在较大的变化梯度。

（３）准三维模型将层间应力和面内应力分离开

来，可通过修改板元及弹簧元刚度来方便模拟层压

板的面内和层间损伤，因此特别适用于进行层压板

渐进损伤疲劳和剩余强度分析。
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