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压电层合板的犅样条小波有限元半解析法

刘艳红，陈庆远，陈新锋，卿光辉
（中国民航大学 航空工程学院，天津３００３００）

摘　要：　利用小波有限元法的优越性可方便地求解压电材料与复合材料混合层合板的某些静力学问题。根据层

合结构的特点，将区间Ｂ样条尺度函数作为插值函数离散结构的平面域，应用压电材料修正后的 Ｈ Ｒ（Ｈｅｌｌｉｎｇｅｒ

Ｒｅｉｓｓｎｅｒ）变分原理推导了压电材料的Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的区间Ｂ样条小波（ＢＳＷＩ）元列式。该ＢＳＷＩ元的主要特

点之一是厚度方向是解析解形式的。针对具体问题的求解，为了保证各层之间力学量和电学量的连续性，进一步

应用了状态转移矩阵技术。数值算例表明所提出的区间Ｂ样条小波单元是成功的。采用推导压电材料ＢＳＷＩ元

的方法可建立磁电弹性材料类似的ＢＳＷＩ元。
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　　有关压电材料层合板力学问题已有很多研究报

道［１１２］，根据研究方法的不同可以分为解析法和数

值法两大类。目前国内外已经有很多文献［１６］运用

解析法对具有简单边界条件的压电材料进行了研

究，但对于复杂的边界条件问题，用解析法求解是

很困难的。因此，人们在分析这方面的问题时都倾

向于采用数值方法［７１２］。例如 Ｑｉｎｇ等人
［５］采用广

义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的半解析法研究了类似于加

筋板 的 压 电 结 构 的 固 有 频 率 问 题。Ａｌｌｉｋ 与

Ｈｕｇｈｅｓ
［８］使用四面体单元对压电结构进行了分析，

Ｋｉｍ等人
［９］提出分别使用６节点和１２节点的过渡

单元对三维实体板壳过渡连接的结构进行分析。

Ｓｚｅ和Ｐａｎ
［１０］则建立了数种用于压电材料分析的杂

交元模型。国内也有很多文献［７，１１１２］采用有限元方

法对压电材料进行了研究。但是传统有限元方法在

计算大梯度或奇异性等问题时，只能采用逐次加密

网格或提高多项式阶次的方法来提高分析精度，网

格加密所增加的单元需重新计算，数值计算量大。

近几年发展起来的小波有限元方法以小波函数为基

础，充分利用小波函数的多尺度和多分辨率等特



点，可根据需要任意改变分析尺度，具有自适应功

能，算法稳定性好，运算速度快，计算结果精度高；

在处理局部应力集中等奇异性问题方面具有诱人的

优越性［１３］。

样条函数在有限元数值分析中早已被广泛应

用［１４１５］。本文中将区间Ｂ样条小波（ＢＳＷＩ）
［１６１８］的

尺度函数作为插值函数，然后根据压电材料修正后

的 Ｈ Ｒ混合变分原理
［４５，１９２２］推导出了压电材料

Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的区间Ｂ样条小波有限元列式。

从而使Ｂ样条小波有限元在压电材料的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ

正则方程半解析法中得到应用。

１　压电材料修正后的犎 犚变分原理

对于压电弹性材料，修正后的 Ｈ Ｒ变分原理

或类 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理
［４５，１９２２］可表示为

δΠ＝δ犞
犔Ｒｄ犞＋δ犛

Ａ

（λ
Ｔ
１犅ｐｑ－λ

Ｔ
０犅ｐｑ）ｄ犛Ａ （１）

其中：犔Ｒ 是Ｒｅｉｓｓｎｅｒｓ函数；犛Ａ＝犛σ＋犛ｕ＋犛ｍ 为混

合边界条件；λ１＝［λ狓－１　λ狔－１　λ狕－１　λｑ－１］
Ｔ

和λ０＝［λ狓　λ狔　λ狕　λｑ］
Ｔ 是特意引入的特征系

数［２２］，λ犻（犻＝狓，狔，狕，ｑ）的值为１和０，以此来表示

边界状态的特征。例如，在狓方向为应力边界条

件，则λ狓＝１，若是位移边界条件，则λ狓＝０，λ狔，λ狕

的取值以此类推。若边界上给定电位移，则λｑ＝１，

若边界上给定电势，则λｑ＝０。引入特征系数后，上

式既能处理单一边界条件问题，又能处理混合边界

条件问题。犅ｐｑ＝［狆狓（狌－狌）　狆狔（狏－狏）　狆狕（狑－狑）

　狆ｑ（φ－φ）］
Ｔ，狆犻（犻＝狓，狔，狕）是边界表面３个坐标

方向的应力，狆ｑ 是边界表面上的电荷载荷，狌
－，狏

－

和狑
－ 是边界３个坐标方向的已知位移分量，φ

－ 是边

界上的已知电势；犅ｐ－ｑ＝［狆
－
狓狌　狆

－
狔狏　狆

－
狕狑　狆

－
ｑφ］

Ｔ，

狆
－
犻（犻＝狓，狔，狕）是边界表面３个坐标方向的给定应力

分量，狆
－
ｑ是边界表面给定的电荷载荷。这里考虑

静力问题有

犔Ｒ ＝犘
Ｔ
犙，ｚ＋犘

Ｔ（犌１犙）＋犘
Ｔ
Φ
Ｔ
２１（犌２犙）＋

１

２
（犌２犙）

Ｔ
Φ２２（犌２犙）－

１

２
犘ＴΦ１１犘＋犉

Ｔ
犙 （２）

式中：

犘＝［σ狓狕　σ狔狕　σ狕狕　犇狕狕］
Ｔ；犙＝［狌　狏　狑　φ］

Ｔ；

犌１＝

０ ０ α ０

０ ０ β ０

０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

，犌２＝

α ０ ０ ０

０ β ０ ０

β α ０ ０

０ ０ ０ α

０ ０ ０

熿

燀

燄

燅β

，

α＝／狓，β＝／狔；犉＝－［犳狓　犳狔　犳狕　犳ｑ］
Ｔ，犳狓、

犳狔、犳狕 代表３个坐标轴方向上的体积力，犳ｑ代表体

电荷；对于各向正交各向异性压电材料有

Φ１１ ＝

犽１ ０ ０ ０

０ 犽２ ０ ０

０ ０ 犽３ 犽４

０ ０ 犽４ 犽

熿

燀

燄

燅５

，

Φ１２ ＝－Φ
Ｔ
２１ ＝

０ ０ ０ 犽６ ０

０ ０ ０ ０ 犽７

犽８ 犽９ ０ ０ ０

犽１０ 犽１１

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

，

Φ２２ ＝

犽１２ 犽１３ ０ ０ ０

犽１３ 犽１４ ０ ０ ０

０ ０ 犽１５ ０ ０

０ ０ ０ 犽１６ ０

０ ０ ０ ０ 犽

熿

燀

燄

燅１７

． （３）

式中，犽犻（犻＝１，２，…，１７）是与材料参数相关的常量，

其具体的推导及表达式见文献［４］。另外，除犙和

犘外的应力和电位移分量可由下式表示：

σ狓狓

σ狔狔

σ狓狔

犇狓狓

犇

烅

烄

烆

烍

烌

烎狔狔

＝

犽１２α 犽１３β ０ ０ ０ －犽８ －犽１０

犽１３α 犽１４β ０ ０ ０ －犽９ －犽１１

犽１５β 犽１５α ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ 犽１６α －犽６ ０ ０ ０

０ ０ 犽１７β ０ －犽７

熿

燀

燄

燅０ ０

狌

狏

φ

σ狓狕

σ狔狕

σ狕狕

犇

烅

烄

烆

烍

烌

烎狕狕

（４）

同时，考虑到方向余弦狀狕＝０，式（１）中的狆犻（犻＝狓，

狔，狕，ｑ）可用板的侧面边界力和电位移表示：

狆狓

狆狔

狆

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｑ

＝

狀狓 ０ 狀狔 ０ ０

０ 狀狔 狀狓 ０ ０

０ ０ ０ 狀ｑ狓 狀ｑ

熿

燀

燄

燅狔

σ狓狓

σ狔狔

σ狓狔

犇狓狓

犇

烅

烄

烆

烍

烌

烎狔狔

狆狕 ＝狀狓σ狓狕＋狀狔σ狔狕 （５）

以犘和犙为相互独立的变量，对式（２）进行变

分并分部积分可得压电材料的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程

（没考虑边界项）

ｄ

ｄ狕
＝
犘｛｝犙 ＝

犌Ｔ１＋犌
Ｔ
２Φ２１ 犌Ｔ２Φ２２犌２

Φ１１ －（犌１＋Φ
Ｔ
２１犌２

［ ］）
犘｛｝犙 ＋

犉｛｝０
（６）
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２　压电材料的区间犅样条小波元

因为已有很多资料详细地介绍了ＢＳＷＩ函数的

各种特性［１３］，所以下面直接引用与本文中相关的

内容。［犪，犫］区间上的函数犳（狓）可以通过坐标变

换ξ＝（狓－犪）／（犫－犪）转变为［０，１］区间上的函数，

因此本文中只讨论了［０，１］区间上的犅样条小波。

在小波有限元法中，一般采用尺度函数的张量积来

表示二维未知函数犳（狓，狔）。

对于任意尺度的 犿 阶区间犅 样条尺度函数

犼犿，犽（ξ）可用下面的公式给出
［１３］：

犼犿，犽（ξ）＝

犼犿，犽（２犼
－犾

ξ），　犽＝－犿，…，－１（０边界）


犾
犿，２犼－犿－犽（１－２

犼－犾

ξ），

　犽＝２犼－犿＋１，…，２犼－１（１边界）

犼犿，０（２犼
－犾

ξ－２
－犾犽），

　犽＝０，…，２犼－犿（内边界

烅

烄

烆 ）

（６）

二维未知场函数狌（ξ，η）用一维区间Ｂ样条尺

度函数表示的张量积为

狌（ξ，η）＝Φ１ Φ２犆
ｅ
＝Φ犆

ｅ （７）

式中：犆ｅ表示单元上待求的小波插值系数列向量；

Φ１ 和Φ２ 是犿 阶犼尺度下的一维区间Ｂ样条尺度

函数。下面特意将Φ１ 和Φ２ 表示为行向量：

Φ１ ＝ ［犼犿，－犿＋１（ξ）　
犼
犿，－犿＋２（ξ）　…　

犼
犿，２犼－１（ξ）］

Φ２ ＝ ［犼犿，－犿＋１（η）　
犼
犿，－犿＋２（η）　…　

犼
犿，２犼－１（η）］ （８）

用式（７）将［σ狓狕　σ狔狕　σ狕狕　犇狕狕］
Ｔ 和［狌　狏　狑　φ］

Ｔ

表示为级数形式：

（σ狓狕，σ狔狕，σ狕狕，犇狕狕）＝Φ（σ
ｅ
狓狕（狕），σ

ｅ
狔狕（狕），σ

ｅ
狕狕（狕），犇

ｅ
狕狕（狕））

（狌，狏，狑，φ）＝Φ（狌
ｅ（狕），狏ｅ（狕），狑ｅ（狕），φ

ｅ（狕）） （９ａ）

或者

犘｛ ｝
犙
＝
犖 ０

０
［ ］

犖

犘ｅ

犙
烅
烄

烆
烍
烌

烎ｅ
（９ｂ）

式中：

犖＝ｄｉａｇ［Φ］４×４；

犘ｅ＝［σ
ｅ
狓狕（狕）　σ

ｅ
狔狕（狕）　σ

ｅ
狕狕（狕）　犇

ｅ
狕狕（狕）］

Ｔ；

犙ｅ＝［狌
ｅ（狕）　狏

ｅ（狕）　狑
ｅ（狕）　φ

ｅ（狕）］Ｔ．

将式（９ｂ）代入式（２）中，有

犔Ｒ ＝犘
Ｔ
ｅ犖

Ｔ犖犙ｅ，狕＋犘
Ｔ
ｅ犖

Ｔ（犌１犖）犙ｅ＋犘
Ｔ
ｅ犖

Ｔ
Φ
Ｔ
２１（犌２犖）犙ｅ

＋
１

２
犙
Ｔ
ｅ（犌２犖）

Ｔ
Φ２２（犌２犖）犙ｅ－

１

２
犘Ｔｅ犖

Ｔ
Φ１１犖犘ｅ

＋犉
Ｔ犖犙ｅ （１０）

将犘ｅ和犙ｅ视为独立变量，对式（１０）（暂时不考虑

边界项）进行变分并分部积分，经整理后可得

犖Ｔ犖犘ｅ，狕 ＝ ［（犌１犖）
Ｔ犖＋（犌２犖）

Ｔ
Φ２１犖］犘ｅ＋

（犌２犖）
Ｔ
Φ
Ｔ
２２（犌２犖）犙ｅ＋犖

Ｔ犉 （１１ａ）

犖Ｔ犖犙ｅ，狕 ＝犖
犜
Φ１１犖犘ｅ－（犖

Ｔ犌１犖＋犖
Ｔ
Φ
Ｔ
２１犌２犖）犙ｅ

（１１ｂ）

对式（１１ａ）和（１１ｂ）两边进行积分，就得到了压

电材料 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程ＢＳＷＩ元的列式，其矩

阵形式为

犆 ０

０
［ ］

犆

ｄ

ｄ狕

犘ｅ（狕）

犙ｅ（狕
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
＝
犃Ｔ 犅

犇 －
［ ］

犃

犘ｅ（狕）

犙ｅ（狕
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
＋
Ξ｛ ｝０
（１２）

其中：

犃Ｔ ＝∫
１

０∫
１

０

［（犌１犖）
Ｔ犖＋（犌２犖）

Ｔ
Φ２１犖］ｄ狓ｄ狔；

犅＝∫
１

０∫
１

０

（犌２犖）
Ｔ
Φ
Ｔ
２２（犌２犖）ｄ狓ｄ狔；

犆＝∫
１

０∫
１

０
犖Ｔ犖ｄ狓ｄ狔；犇＝∫

１

０∫
１

０
犖ＴΦ１１犖ｄ狓ｄ狔；

Ξ＝∫
１

０∫
１

０
犖Ｔ犉ｄ狓ｄ狔．

下面给出边界项的列式。将式（５）代入式（１）的

边界项中可得

λ
Ｔ
１犅ｐｑ－ －λ

Ｔ
０犅ｐ－ｑ＝

　　［（犌３犘）
Ｔ
＋（犌４犙）

Ｔ］（犙－犙
－）－（λ０犘

－）Ｔ犙 （１３）

其中：

犌３＝

０ ０ －狀狓犽８（λ狓－１） －狀狓犽１０（λ狓－１）

０ ０ －狀狔犽９（λ狔－１） －狀狔犽１１（λ狔－１）

狀狓（λ狕－１） 狀狔（λ狕－１） ０ ０

－狀狓犽６（λｑ－１） －狀狔犽７（λｑ－１）

熿

燀

燄

燅０ ０

；

犌４＝

（狀狓犽１２α＋狀狔犽１５β）（λ狓－１） （狀狓犽１３β＋狀狔犽１５α）（λ狓－１）０ ０

（狀狓犽１５β＋狀狔犽１３α）（λ狔－１） （狀狓犽１５α＋狀狔犽１４β）（λ狔－１）０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ （狀狓犽１６α＋狀狔犽１７β）（－１＋λｑ

熿

燀

燄

燅）

；

犘
－
＝［σ

－
狓狕　σ

－
狔狕　σ

－
狕狕　犇
－
狕狕］

Ｔ；犙
－
＝［狌

－
　狏
－
　狑

－
　φ
－］Ｔ．

将式（９ｂ）代入式（１３），变分后的结果可写成矩

阵形式：

∮犛Ａ
犃Ｔ 犅

０ －
［ ］

犃

犘ｅ（狕）

犙ｅ（狕
｛ ｝）＋

－犖
Ｔ
λ０ －（犌４犖）

Ｔ

０ （犌３犖）
［ ］Ｔ

犘－ｅ

犙
－
烅
烄

烆
烍
烌

烎
烅
烄

烆
烍
烌

烎ｅ

ｄ犛Ａ

（１４）

式中：犃＝（犌３犖）
Ｔ犖；犅＝犖Ｔ（犌４犖）＋（犌４犖）

Ｔ犖。

把式（１４）加到式（１２）的右边，其结果就是可考

虑混合边界条件的压电材料 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程

ＢＳＷＩ元的列式。当然，上述列式是在Ｂ样条小波

空间中推导出来的，为了处理边界条件的方便，还

得将其变换到物理空间中。下面以位移狌为例说明

·４０２· 复 合 材 料 学 报



变换方法。

定义物理自由度列向量

狌ｅ＝ ［狌
ｅ
１　…　狌

ｅ
犻　…　狌

ｅ
狀＋１］ （１５）

式中，狌ｅ犻＝［狌（ξ犻，η１）　狌（ξ犻，η２）　…　狌（ξ犻，η狀＋１）］，

ξ犻＝（犻－１）／狀，η犼＝（犼－１）／狀，犻，犼＝１，２，…，狀＋１为

标准求解域中各节点的坐标值。将式（７）代入式

（１５）得

狌ｅ＝犚
ｅ犆ｅ＝［Φ

Ｔ
１（ξ１）　Φ

Ｔ
１（ξ２）　…　Φ

Ｔ
１（ξ狀＋１）］

Ｔ


　［Φ
Ｔ
１（η１）　Φ

Ｔ
１（η２）　…　Φ

Ｔ
１（η狀＋１）］

Ｔ犆ｅ （１６）

其中，犚为系数矩阵。联立式（１６）和式（７），有

狌（ξ，η）＝Φ（犚
ｅ）－１狌ｅ＝Φ犜狌

ｅ （１７）

实际上，在式（９ｂ）中已令犖＝ｄｉａｇ［Φ］４×４，若

在式（９ｂ）中直接令犖＝ｄｉａｇ［Φ犜］４，则上述ＢＳＷＩ

元列式属于物理空间。

３　数值验证

考虑由２种不同压电材料组成共３层的层合

板，板的总厚度为 犎＝０．１ｍ，犺１＝犺３＝（１／５）犎，

犺２＝（３／５）犎；板的上表面受均布１Ｐａ的压应力作

用，上下表面的电势为０。第１、３层是ＰＺＴ ４（锆

钛酸铅）材料；第２层是ＰＶＤＦ（聚偏二氟乙烯）材

料。２种压电材料的参数列于表１中。

数值结果见表２和表３，对于任意边界条件，

边界上的电势都为０。通过计算发现采用１个

ＢＳＷＩ４元计算的结果的精度高于采用１个ＢＳＷＩ２

元计算的结果。主要原因是ＢＳＷＩ４类似于三次多

项式，而ＢＳＷＩ２元是线性的。表中只给出了采用１

个ＢＳＷＩ４元计算所得到的结果。

在表２和表３中，四边简支压电层合板解析解

的双级数取项为犿＝狀＝１，３，…，２９。对边固支对边

简支压电层合板解析解是通过将固支边变为简支

边，并加上原固支边的反力［２３］计算得到的，其双级

数取项为犿＝１，３，…，１９９，狀＝１，３，…，９９。通

过对比可发现当尺度犼取４时，本文中的解和解析

解的误差极小。

４　结　论

（１）基于压电材料修正后的 Ｈ Ｒ变分原理，

表１　犘犣犜 ４及犘犞犇犉参数

犜犪犫犾犲１　犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犘犣犜 ４犪狀犱犘犞犇犉

Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃｏｎｓｔａｎｔ／ＧＰａ

犆１１ 犆１２ 犆１３ 犆２２ 犆２３ 犆３３ 犆４４ 犆５５ 犆６６

Ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒ／（Ｃ·ｍ－２）

犲３１ 犲３２ 犲３３ 犲２４ 犲１５

Ｒｅｌａｔｉｖｅｐｅｒｍｉｔｔｉｖｉｔｙ

ε１１ ε２２ ε３３

ＰＺＴ ４ １３２．０ ７１．０ ７３．０ １３２．０ ７３．０ １１５．０ ２６．０ ２６．０ ３０．０ －４．１０ －４．１０１４．１０ １０．５０ １０．５０ ８０４．６ ８０４．６ ６５９．７

ＰＶＤＦ １３９．０ ７７．８ ７４．３ １３９．０ ７４．３ １１５．０ ２５．６ ２５．６ ３０．６ －５．２０ －５．２０１５．０８ １２．７２ １２．７２ １４７５．０１４７５．０１３００．０

表２　三层板的上下表面中点位移狑

犜犪犫犾犲２　犆犲狀狋犲狉犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狊狑狅犳狋犺犲狋狅狆犪狀犱犫狅狋狋狅犿狅犳狋犺狉犲犲犾犪狔犲狉犲犱狆犾犪狋犲

Ｐｒｅｓｅｎｔ／×１０－１０ｍ

犼＝３ 犼＝４

Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
［４，２３］／

×１０－１０ｍ
Ｅｒｒｏｒｏｆ犼＝４／％

Ｆｏｕｒｓｉｄｅｓｃｌａｍｐｅｄ
Ｔｏｐ －４．７１１７ －４．７１３７ －４．７１５５ ０．０３８

Ｂｏｔｔｏｍ －４．７０５１ －４．７０７０ －４．７０８７ ０．０３６

Ｏｐｐｏｓｉｔｅｓｉｄｅｓｃｌａｍｐｅｄ

ａｎｄｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

Ｔｏｐ －２．５４１２ －２．５６４９ －２．５６３２ ０．０６６

Ｂｏｔｔｏｍ －２．５３５３ －２．５５８９ －２．５５７１ ０．０７０

表３　中间层上下表面中点电势φ

犜犪犫犾犲３　犆犲狀狋犲狉狆狅狋犲狀狋犻犪犾狊φ狅犳狋狅狆犪狀犱犫狅狋狋狅犿狅犳犻狀狋犲狉犾犪狔犲狉

Ｐｒｅｓｅｎｔ／Ｖ

犼＝３ 犼＝４
Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ

［４，２３］／Ｖ Ｅｒｒｏｒｏｆ犼＝４／％

Ｆｏｕｒｓｉｄｅｓｃｌａｍｐｅｄ
Ｔｏｐ －０．０１１６１ －０．０１１３６ －０．０１１３６ ０．００

Ｂｏｔｔｏｍ －０．０１１５８ －０．０１１３４ －０．０１１３３ ０．０８８

Ｏｐｐｏｓｉｔｅｓｉｄｅｓｃｌａｍｐｅｄ

ａｎｄｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

Ｔｏｐ －０．００７４６３ －０．００７２６４ ０．００７２５０ ０．１９

Ｂｏｔｔｏｍ －０．００７４３７ －０．００７２４１ ０．００７２２７ ０．１９

·５０２·刘艳红，等：压电层合板的Ｂ样条小波有限元半解析法



将区间Ｂ样条小波中的尺度函数作为基函数，建立

了压电材料 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的ＢＳＷＩ元。具体

地给出了推导ＢＳＷＩ列式的详细步骤。

（２）在实例分析中，将本文中的解与解析法的

结果进行了比较，最大误差０．１９％出现在中间层上

下表面中点的电势变量上（对边固支对边简支问

题）。算例表明本文中提出的ＢＳＷＩ元是可靠的。

（３）本文中推导ＢＳＷＩ元的方法和步骤具有通

用性，根据磁电材料修正后的 Ｈ Ｒ变分原理
［２４］，

该方法可以进一步扩展到磁电弹性材料中去。
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