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复合材料任意壳稳定性研究 ( I )

—
几何方程的新研究

麦汉超
(北京航空航天大学

,

北京 1 0 0 0 5 3 )

摘 要 从三维非线性理论导 出
,

任意曲线坐 标系中任意壳体的几何非线性微分方程
,

并修正 K.

W as hi z u
的公式

,

以期得到更加准确的稳定方程
。

关键词 张量分析
,

几何方程
,

稳定方程

1 引 言

张量分析最重要的领域之一就是壳体理论
。

而壳体稳定理论又是研究的重点
。

因而在近

代力学中
,

一直未停止对壳体的分析
,

尤其是在非线性方面
。

目前
,

在复合材料壳体的研究中
,

大多数学者只限于研究扁层壳
,

其成果不能完全适用于任意形状壳
,

而且在经典的方程推导

中
,

亦有失误之处
。

本文从张量理论出发
,

推导壳体的几何方程
,

使之适用于任意形状壳
,

球壳
、

扁壳的公式是其特例
。

2 壳体的曲面几何

组成壳体的空间即壳空间 (s
he n s p a ce )

。

由壳的 中面计算坐标 x3 一 z ,

而中面上任意点的

位置 向量为
: (xl

,
x Z

)
。

典型点的位置向量为
; (尹

,

x2
,

x 3
)

。

r = s + z a 3

现将适用于中面的符号以及其对应的一般曲面的符号示于表 1
。

表 1 壳体的符号

中 面 (z 一 0 )

位置向量

线 元

基 矢量

度量张量

克里斯托弗符号

置换张量

曲率张量

d s

a 口 一
a 。 一

a 3 = a 3

a 甲 , a 口尽

尸二夕

任
。 , ,

〔
。夕

b明一厂命

一般曲面 (二沪0)

d r

9
0 , g

口 ,

9 3 = 9 3

g
。

户
,

g 口户

r 二月

咨
“口

,

石
’

月

产套b。, = 尸2,

位 移 u 一
u a a

。

+ u 3a 3 v 一v ag
口

+
t , 3 g J

几量何一变形

本文于 1 9 9 4 年 9 月 15 日收到修改稿
.

1 9 94 年 6 月 2 1 日收到初稿
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3 壳体的几何方程
L a gr a

ng
e / G r e e n

应变张量分量以 fa ,
表示

,

物理分量以 仇口表示
,

壳体中面有限应变张量分

量 以 eo 月
表示

,

小应变张量分量用 殉表示
。

壳体的几何方程推导如下
:
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l
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里 u 。

}
, + u ,

!
。

+ u ‘

}
。u ,

}
, 一 Zz u 。

}
。,

由上述推导可得近似表达式

2几, 里 u 。

}
, + u ,

}
。

+ u 乏

1
。u *

1
, 一 Z z u 、

}
。 ,

而度量张量 g
。 , 一风那

a y ; ,

壳张量 环
:
一沉一 z 况

在正交 曲线坐标系中
,

则有 91
1
一川冈

a l l

俪
一 。{

瓶
一 (1 一 二酬)成

疏
一 (1 一 : 。; ) ,

2

故而 2f
l :

望 u ,

J
Z

+ u :

1
1
+ u ‘

1
l u ,

l
:
一 Zz u :

1
1 2

由此可以得到物理分量

f一一几Q�一户f产

一一2夕
22

再近似
,

则有

1

A I A 2
’

2 ( e ( 1 2 )

( u
,

: + u :

1
1 + u ‘ l

, u *

l
:
一 Zz u 3
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( b{ + bl) 。
( 1 2 )

」

同理
,

可得
刁

.

一

�lweJ

27
1 ,

里 2 {e
( 1 1 )

2 V 2 :

里 2 {
e ( : 2 )

z
仁
u 〔3

1川

z [
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( 1 1)
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因而
,

定义

Pa
、 :

一 一 u 3

险, + 氛 y

环 + e 二况
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u :

一
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+ 粤(u 。

{
,
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一 }
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省
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Z艺/

, , ,乙二
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式 中 u 3
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。卢一瓦

口一 ba ; ,

其中 瓦
。和 瓦。分别 为壳体中曲面变形前和变形后的曲率张量

。

由上述推导
,

建议采用如下近似几何方程
:
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毓
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{川 1
1 )
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1 2 = X
l :

= X
2 1

= u (3
}
2 , )

标一凡

同样 u (3

}
; l )

= 一动
, 1 -

K
.

W
a s h iz u

曾定义

, 双 (3 }2 2 ) ~

l: 2

一 m
, 2
一瓦

几一凡

Z
。

一 一 爪
11 ,

X , = 一 爪
2 2

x
。刀

一
‘ 12 +

聋一
爪 2 1

+

耸
一 x如

这样实际上造成 X
。 ,

X , 和 Xo , 一 朴
。

不是同一张量的物理分量
,

所以应改成如下
:

x

一
爪 11 +

聋
,

x 夕

一
爪 22 +

瓮
,

x
。夕

一
爪

1 2
十

聋一
众 21 +

瓮
一 x 如

若以离开壳体中曲面法截线的曲率中心为曲面法线的正方 向
,

则

一一
级一药

r

乙一,、

IQ乙�月lm一一一
与一凡

2
1 1
一 一 爪

1 ;

卸热一
动 22

聋 xlz 一
动 12

X
2 1

则 X l , ,

乃
: ,

X , :
一 X 2 1

是同一张量的物理分量
。

由前述 Pa ,
的定义

,

可知
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一
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一
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一
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八
’1 ’
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同理
1 2 2

尸 2 2 ,

一 m Z ,
一瓦

’

类似壳张量的定义

尸 1 2 )
一

2n 12

1 1 2
+ l: 1

R 1 2

1 1 1:
一 l: 1

R :
2

片
,
一那一 z 那 一样

,

定义

fa
口 :

以下
,

按 K
.

=
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。 , ,

f
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,
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w
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的推导方法

,

将其修正如下
:
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这样
,

对于小应变张量分量
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由此推导
,

可见小应变张量分量可写成
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l一1 + z 众
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+
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对于物理分量
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以离开壳体中曲面法截线的曲率 中心为正方向
,

则上述 p 各式中的 R l

和 R :
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成 一R :
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这时的 P就和前述之 p 相同了
。

综上所述
,

对于几何方程
,
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)
乙 {

￡, l
= 1 1 1

+ z (爪
1 1 + 势)

八 1

￡2:
= 1 2 2

+ z (爪
z :
十

12 2

详 )

C zZ
一

合
(l

一

音
(l

(2 )
1 :

+ 12 1
) + z (爪

1 2

, 2
十 12 1

) + z (爪
2 】
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自 1

一 , , l
、 二 (、

1 1
一

耸
: 2 2
一 , 2 2

、 二 (、
2 2
一

瓷
·, 2
一

音
(, , 2

+ 2 2 1
) + ·

:、
1 2
一

誓
(

法
+

瓷
, 一

誓
(

法
一

瓷
,〕

一

告(ll
2
+ 八

:
) + ·

仁*
21 一

誉
(

竟
十

裁
, 一

誓
(

竞
一

走
,习

(3 )

气一凡1
, , . , 、 .

2 ,

1 2 1

= 万万 又‘
1夕

一 t 2 1
) 寸

~

万万 戈护刀 一2
一 下厂 州卜 从

2 1

乙
- 一

乙 八 1

上述 (l)
、

(2 )
、

(3 )三式中
,

(3 )式较为精确
,

对于球壳
,

(3 )式中之 R :
= R Z

= R
,

故而在这种

情况下
,

(3) 式可以简化为

￡1 1
= 1 1 1

1
c ‘2 一 百

+ · (、
1 1
一

货
,

, ·2 2
一 , 2 2

+ · (、
2 2
一

货
)

(l
, :

+ 1 2 1
) + z (爪

1 2
1

, ,

一
~

二 L乙
2 1
州卜 t 1 2 ) 叶

~

之 气从 2 1

乙

振一R

_ 。

一 、一
.

一 1
, _ _

1
, , _ 。尸 . 、 ,

关丁士捅冗
,

田 丁万 一

全 U ,
下歹空 U ,

PJr 以
2 、 l 』、 2

￡1 ;
= 1 1 ,

十 z 爪
: 1 , ￡2 :

已 1 2 :
十 z 爪 2 2

1
, , J , 、

1
, ,

￡‘2 一 万 弋“2
一 ‘2 ‘) 十 之m ‘2

一 万、‘2 ,

十 “ 2 ’ 十 之m
Z ,

1 「
,

= , 又
一

} 又乙
1 2 - 卜 t 2 1 少 十

,

之 又从 1 ? 一卜 2刀 2 1 ) 」
乙 一

即对于扁壳而言
,

(3 )式和 (2 )式都简化成 (1 )式
。

4 结束语

本文所推导之几何方程只是任意壳体稳定性研究的一部分
。

作者还将介绍对壳体弹性本

构方程的特性及稳定方程的研究
。

由于复合材料多层壳的非均质性使其力学分析变得复杂
,

因

而
,

对于复合材料任意形状壳体
,

在本文的基础上
,

寻找具有普遍性的稳定方程是具有实际意

义的
。
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K ey w o r d s t e n s o r a n a ly s is
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日本东丽公司的 C F 年产能力将达 2 9 0 。吨

据 日本塑料产业 资材新闻 (E PJ) 1 9 94 年 12 月 1 日报道
,

东丽公 司现有碳纤维 (C F )生产

能 力为年产 2 5 5 0
口

屯
,

生产 PA N 系 CF (T O R A Y C A )的爱媛工场将使生 产设备增强 35 0 吨 的

年产能 力
,

计划 1 9 9 5 年年 中开工
。

这样
,

东丽公 司的年产能力将 为 2 9 0 0 吨
,

仍保持世界第一的地位 (在法 国还有合作公 司

S O F IC A R
,

其年产 C F 能 力为 7 0 0 口
屯

,

加起来为 3 6 0 0
口

屯)
。

美 国在 高尔夫球杆及汽车用 C N G (压缩天然 气)容器方 面
,

以 日本为中心在道路修补 和土

木工程用器材方面 等
,

对 CF 的需要在急速增长
,

东丽增加生产能 力的 目的就是为适应这种需

要
。

P A N 系 C F 由 东丽公 司于 1 9 71 年在世界上首先正 式批量生 产
,

在 日本的体育 用品 和 欧

美的航 空
、

航 天方面开始得到 应用
,

进入 80 年代以后 市场得到快速 增长
,

而 在 1 9 9 1 年 以后 则

由 于民航的需要急速减少和世界 同时不景气
,

近 几年 C F 的 市场状况持续低迷
。

其结果
,

1 9 9 0 年考陶尔兹公司
、

1 9 9 3 年美 国 BA S F 公司
、

1 9 9 4 年新旭化成碳公 司陆续从

C F 部门撤退
,

发 生 了世界性的业界重 组
。

与此相反
,

从 93 年下半年开始
,

美国在高尔夫球杆相 关方面 的需要急增 (C F R P 化率从 92

年 的 31 %上升到 94 年的 55 % )
,

以此 为契机显现 出需求得到恢 复的征化
,

进一 步预 测
:

美国

C N G 容器的 C F 需要量在数年内会达到 3 0 0 0一 40 00 吨
。

在 日本
,

很早就期待在土末建筑方 面应用
,

进入 1 9 9 4 年 以 后陆续开始正式采用
,

在世界土

成为该行业应用的先驱
。

关于 飞机方面 的用途
,

波音公司的 B 7 7Z从 94 年起开始批量生产
,

预计 95 年以 后也会有

比较长期稳定的需求增长
。

东丽公司预测
,

以上述这些 C F 相关市场的世界性动向为背景
,

全世界的 CF 雷要量 94 年

会比前一 年增长 8
.

4 % (93 年对前一年增长 5
.

2 % ; 92 年对前一年增长 0
.

9 % )
,

将 为 7 2 3 0 叱
,

而 9 5 年以后每年将有 15 %一 20 %的高增长率
。

由 于这种世界性需求的急速恢复和 92 一 94 年间因世界性业界 重组 而造成的设备能力的

缩小
,

正在急速地对供求平衡加以改善
,

人们认为
:

95 年的 CF 整个市场会发生供应不足状态
。

因 此
,

东丽 公 司在致 力 于 下 落价 格 回 升 的 同时
,

为对应 需 求 情况 的好 转
,

决定 扩 大

T O R A Y C A 碳纤维的生 产能力
。

(申从祥 )


