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复合材料连续纤维方向及路径优化设计方法
研究进展
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摘    要 ：连续纤维增强复合材料因其优异的比刚度、比强度等特性，在航空航天、国防军工、医疗器件等高

端装备领域得到了广泛的关注和应用。其中，纤维方向对连续纤维增强复合材料的力学性能有着重要影响，

但是由于常规制造工艺的局限，纤维路径通常沿 0°、45°、90°等规律一致的方向来设定，连续纤维增强复合

材料的优势无法被充分利用。如今，3D 打印技术促进了制造具有复杂曲线纤维路径复合材料的发展，其对

应的纤维方向及路径优化设计方法正逐步引起国内外专家学者的重点关注。本文围绕纤维增强复合材料的纤

维方向及路径优化设计方法，介绍了正交各向异性材料方向优化理论，回顾了纤维角度优化方法，总结了现

有纤维路径规划算法，探讨了相关前沿问题并做出了未来展望。本文为高性能连续纤维增强复合材料的优化

设计和制造提供了重要信息，有助于推动高性能连续纤维增强复合材料的快速发展和广泛应用。
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Research progress on optimization design methods for continuous fiber direction and

path of composites

LI Guixing1,2 , CHEN Yuan*1,2 , YE Lin*1,2

(1. Shenzhen Key Laboratory of Intelligent Manufacturing for Continuous Carbon Fibre Reinforced Composites
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Abstract：Continuous fiber reinforced composites have gained wide attention and application in high-end equip-

ment  fields  such  as  aerospace,  defense,  and  medical  devices,  due  to  their  excellent  specific  stiffness,  specific

strength,  and  other  properties.  The  fiber  orientation  has  a  significant  impact  on  the  mechanical  performance  of

continuous fiber reinforced composites. However, due to the limitations of conventional manufacturing processes,

the fiber paths are usually set along regular directions such as 0°, 45°, 90°, etc., which hinders the full utilization of

the advantages of  continuous fiber  reinforced composites.  Nowadays,  the development of  3D printing technology

has facilitated the manufacturing of composites with complex curved fiber paths, and the corresponding optimiza-

tion  methods  for  fiber  orientation  and  path  design  have  gradually  attracted  attention  from  experts  and  scholars

worldwide. In this article, we focus on the optimization methods for fiber orientation and path design of fiber rein- 
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forced composites.  We introduce the theory of  orthogonal  anisotropic material  direction optimization,  review the

methods  for  fiber  angle  optimization,  summarize  the  existing  fiber  path  planning  algorithms,  discuss  relevant

cutting-edge issues, and provide future prospects. This review provides important information for the design optim-

ization  and  manufacturing  of  high-performance  continuous  fiber  reinforced  composites,  which  will  contribute  to

the rapid development and wide application of continuous fiber reinforced composites.

Keywords：  composites；3D printing；fiber orientation；fiber path；optimal design

连 续 纤 维 增 强 复 合 材 料 (Continuous  fiber

reinforced  composite， CFRC) 是 一 种 由 聚 合 物 作

为基体，连续纤维作为增强体组成的高性能复合

材料 [1-2]。聚合物基体作为连续相材料，起到传递

载荷、保护纤维增强体的作用，其中常用的聚合

物基体包括尼龙 (Polyamide，PA)[3]，丙烯腈-丁二

烯-苯乙烯共聚物 (Acrylonitrile-Butadiene-Styrene，

ABS)[4]， 聚 乳 酸 (Poly lactic acid， PLA)[5]， 聚 醚 醚

酮 (Poly ether ether ketone， PEEK)[6-7] 等 ； 而 增 强

体纤维作为 CFRC 中的骨架，起主要承载作用以

支撑整个 CFRC 结构，常用的增强体纤维包括碳

纤维 (Carbon fiber， CF)[8]、玻璃纤维 (Glass fiber，

GF)[9]、和凯夫拉纤维 (Kevlar fiber，KF)[10]。CFRC

因其优异的比强度、比刚度和耐腐蚀等特点，被

广泛应用于航空航天、汽车电子、医疗器械等高

端装备领域 [11-13]。CFRC 作为一种典型的正交各向

异性材料，不同方向的力学性能存在着巨大差异，

以 3D 打印连续碳纤维增强尼龙为例 [14-16]，平行纤

维方向的弹性模量可达 69.4 GPa，而垂直纤维方

向的模量仅为 3.5 GPa，因此纤维方向对 CFRC 的

力 学 性 能 有 着 至 关 重 要 的 影 响 。 通 过 合 理 设 计

CFRC 的纤维方向，可以有效地提升 CFRC 结构的

力学性能。传统的 CFRC 材料制备工艺主要包括

层压成型工艺、模压成型工艺、挤压成型工艺和

缠绕成型工艺 [17-18]，这些制造工艺难以获取具有

复杂纤维路径的 CFRC 结构。因此，受限于传统

工艺，纤维增强复合材料的纤维方向通常为 0°、45°、

90°等规律一致的方向，未能充分发挥 CFRC 的优

势。近年来，  3D 打印技术的快速发展为具有复

杂纤维路径 CFRC 结构的制造开辟了新方向 [19-20]。

3D 打印技术以数字模型数据为基础，通过逐层堆

积材料的方式实现三维实体的制造 [21]。与传统的

制造方法相比，3D 打印具有成型快速、定制化程

度高、材料节省等优势，使其在金属、聚合物、

陶 瓷 等 材 料 的 新 型 结 构 成 型 和 加 工 中 崭 露 头

角 [22–24]。其中，作为最典型的连续纤维增强复合

材 料 3D 打 印 技 术 之 一 ， 熔 融 沉 积 成 型 (Fused

deposition modelling，FDM) 制造工艺 [25-26] 采用逐

层制造并叠加的原理，可以整体形成具有复杂形

状的结构。在 FDM 打印过程中，纤维的浸渍行为

十分重要，将直接影响到 CFRC 打印试样的成型

质量 [27]。通常，纤维的浸渍可分为在线浸渍和预

浸渍 [28]，在线浸渍即增强纤维材料和聚合物基体

材料在打印喷头内被加热融合从而实现实时浸渍，

基体材料与纤维材料通过同一个打印喷头同轴挤

出。在线浸渍因工艺简单而被广泛应用于 CFRC

的 3D 打印中，但是由于纤维和基体在打印喷头

内停留的时间很短，使得连续纤维无法被充分浸

渍，进而造成打印试样存在较多的缺陷 [29]。预浸

渍是预先将增强纤维和基体材料进行浸渍来制备

CFRC 预浸丝的一种浸渍工艺，预浸渍的纤维束

与基体材料之间的界面结合性能较好，可以有效

的提升 3D 打印的 CFRC 构件的力学性能，因此预

浸渍工艺成为当前 3D 打印 CFRC 的主要发展方向

之一。除了 FDM 之外，定向能量沉积 [30](Directed

energy  deposition， DED) 和 分 层 实 体 制 造 [31]

(Laminated object manufacturing，LOM) 技术也被

广泛应用于 CFRC 结构的制造。DED 技术通过同

步移动材料和能量源以实现结构成型，在该工艺

中，打印原料被输送到聚焦能量源的基板上，从

而在小范围内形成熔池并逐层连续沉积材料，尽

管 DED 技术在某些方面同自动铺丝/铺带的过程

类似，但其可以制备出曲率更大、特性更复杂的

CFRC 复合材料 [19]。LOM 技术将预浸料片作为原

料进行切割、堆叠、粘合以形成三维实体。由于

LOM 技术只需要处理形状轮廓而非整个横截面区

域 ， 因 此 在 制 造 效 率 上 有 着 独 特 的 优 势 ， 并 且

LOM 工艺可以利用高质量的预浸料来获取较高的

纤维体积分数和较强的纤维-基体界面 [32]。如今，

3D 打印的 CFRC 结构已经在航空航天、机械制造

领 域 表 现 出 巨 大 的 应 用 前 景 ， 如 Hoa 等 [33] 利 用

3D 打印技术为无人机发明了新型的柔性机翼；美

国航空局 [34] 提出利用空间机器人制造连续碳纤维

增 强 聚 醚 醚 酮 复 合 材 料 大 型 桁 架 结 构 ； 现 今 3D

打印碳纤维增强复合材料的强度与常规机械加工

铝的强度相当，因此被用于制造机器人末端执行
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器夹具和生产喷嘴检测夹具 [35]。

广阔的应用前景对 CFRC 结构设计方法提出

了新需求和新挑战。其中，拓扑优化是结构设计

中最具发展潜力的一种设计方法。具体而言，拓

扑优化是一种在给定设计域、载荷及材料用量情

况下的一种最佳性能结构的材料分布优化方法 [36]。

由 于 CFRC 的 各 向 异 性 特 征 ，  CFRC 结 构 拓 扑 优

化设计需要考虑两个方面，一个是材料分布 (即

结 构 构 型 ) 优 化 ， 另 一 个 是 材 料 方 向 (即 纤 维 方

向 ) 优化。基于各向同性材料，目前已发展了许

多成熟的拓扑优化算法，比如渐进结构优化方法

(Evolutionary  structural  optimization， ESO)[37]、 变

密 度 法 (Solid  isotropic  material  with  penalization，

SIMP)[38]、水平集法 (Level set method，LSM)[39] 等，

针对 CFRC 拓扑优化，需要在材料分布优化的同

时考虑纤维方向优化。但是，纤维优化具有显著

的非凸特性，致使 CFRC 拓扑优化设计非常具有

挑战性。目前，基于拓扑优化算法和纤维路径规

划 技 术 ， 学 者 们 已 经 发 展 了 多 种 面 向 3D 打 印

CFRC 结构，如图 1 所示 [40-42]，

对于 CFRC 而言，3D 打印技术允许逐点、逐

域的控制纤维的分布和方向等设计变量以满足更

为复杂的性能需求，极大的增加了 CFRC 的设计

自由度 [19]。3D 打印技术的快速发展使得具有复杂

纤 维 路 径 的 CFRC 结 构 制 造 成 为 可 能 [43-46]， 因 此

CFRC 纤维方向和路径的优化设计引起了国内外

越来越多研究者的关注。 CFRC 的纤维优化设计

主要包括两个方面，如图 2 的论文框架所示，一

个是离散的纤维方向优化，即在寻找每个离散结

构 单 元 内 的 最 佳 纤 维 方 向 ， 早 期 Pedersen[47–49]、

Thomsen[50]、 Gea 等 [51] 关于正交各向异性材料方

向优化的理论研究为 CFRC 离散纤维方向优化算

法的发展奠定了坚实的基础；二是连续纤维路径

的优化设计，优化得到的离散纤维方向是无法用

于 3D 打印的，将离散的纤维方向转化为连续的

纤 维 路 径 对 CFRC3D 打 印 制 造 至 关 重 要 。 因 此 ，

连续纤维路径优化设计是衔接 CFRC 设计和制造

之间的重要环节。纵观 CFRC 纤维优化设计研究，

 

(a) (b)

(c) (d)

图 1    CFRC 拓扑设计：(a) 四点弯曲梁[40]；(b) 具有负泊松比效应的超结

构[41]；(c) 三维悬臂梁结构[42]；(d) 多载荷情况下的三维梁结构[42]

Fig. 1    Topological design continuous fiberreinforced composite (CFRC):

(a) Four-point bending beam[40]; (b) Meta-structures with negative

Poisson’s ratio[41]; (c) Three-dimension cantilever beam[42]; (d) Three-

dimension beam structure under multiple-loads[42]

 

CFRC 纤维优化设计

纤维方向 (离散)

纤维路径 (连续)
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第 1 章

第 2 章
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图 2    论文框架

Fig. 2    Paper framework
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纤维方向的全局最优解、纤维的连续性、纤维优

化的计算效率等问题仍然亟待解决，因此，本文

对 CFRC 结构的纤维优化设计方法进行全面而系

统的回顾和总结，具有重要意义。具体而言，本

文以 CFRC 纤维优化设计为主线，详细地综述了

关于 CFRC 纤维方向和路径的优化设计方法，具

体的组织框架如下：第一章介绍了正交各向异性

材 料 方 向 优 化 的 理 论 研 究 工 作 ， 第 二 章 回 顾 了

CFRC 的纤维角度数值优化算法，第三章总结了

现有的 CFRC 连续纤维打印路径规划技术，最后

一章对全文进行了总结，并讨论了当下存在的问

题以及对未来 CFRC 纤维优化研究的展望。 

1    正交各向异性材料方向优化理论
关于复合材料的纤维方向优化的研究可以追溯

到 1989~1997 年 Pedersen 的研究工作[49]，Pedersen

研究了正交各向异性材料的能量密度 (应变能) 的

极 值 问 题 ， 为 了 简 化 问 题 ， 在 灵 敏 度 分 析 时 ，

Pedersen 没有考虑材料弹性矩阵与材料方向的关

系，认为材料方向的改变只影响应变场，研究结

果表明当正交各向异性材料的能量密度达到极值

时，最优的材料方向依赖于无量纲的材料参数和

两个主应变的比值。另一方面，1997 年 Gibiansky

和 Cherkaev[52] 以 及 1991 年 Suzuki 和 Kikuchi[53] 研

究了正交各向异性的材料最佳方向问题，他们在

灵敏度分析时同样引入了一条假设，与 Pedersen

采用的假设相反，他们假设材料方向的改变仅影

响 柔 度 矩 阵 ， 不 改 变 应 力 场 ， 结 果 表 明 ， 对 于

 “弱”剪切类型的正交各向异性材料，材料的最

佳方向沿着主应力方向，这种研究正交各向异性

材料的最佳方向的方法，被称为基于应力的方法。

类似的，当假设材料方向仅改变弹性矩阵而不影

响应变场时，被称为基于应变的方法。2004 年，

Gea 和 Luo[51] 针对基于应变方法和基于应力方法

的材料方向优化问题进行了更为全面的理论研究，

他们给出了两种方法封闭的解析解，并对结果做

出了详细的分类。利用 Pedersen 工作中采用的假

设，Majak 和 Hannus[54] 研究了以 Hill 强度准则和

Tsai–Wu 强度准则为目标，正交各向异性材料的

最优方向问题，并给出了封闭的解析结果。尽管

有弹性矩阵、应力场或者应变场独立于材料方向

这一假设，但是这些方法得到了一些极具应用价

值的结果，为 CFRC 的纤维方向优化奠定了基础。

接下来，本文以 Pedersen[47–49]、Gea 和 Luo[51] 的工

作为基础，总结正交各向异性材料方向的基本优

化理论，给出一些关键性的公式和结果。 

1. 1    基于应力的材料方向优化理论

Ω

Γt f t

如图 3 所示，二维结构域 被正交各向异性

的纤维增强复合材料填充，承受载荷的边界记为

，结构承受体积力 和沿边界的面力 。以弱形

式表达的线弹性静力学平衡方程如下式所示：w
Ω

Ci jkl
∂ui

∂x j

∂vk

∂xl
dΩ =

w
Ω

fivi dΩ+
w
Γt

tivi dΓ (1)

Ci jkl

θ ui

vk

式中： 是正交各向异性的弹性张量，不仅依

赖于材料常数，而且依赖纤维方向 ； 代表结构

内的位移场； 是虚位移场，可在许可动力学位

移场内取任意值。

  
t

Γt

f

Ω

Γd

t−Surface traction; f−Body force; Γt−Boundary of applied force;

Γd−Displacement boundary condition; Ω−Design domain

图 3    静态载荷作用下二维弹性正交各向异性结构[51]

Fig. 3    Two-dimensional elastic orthotropic structure

under static loading[51]

 

对于一般的结构刚度最大化问题，通常以结

构的平均柔度作为目标函数，以应变能的形式表

示如下所示，

Π =
w
Ω
σi jεi jdΩ (2)

σi j εi j

Π

其中， 和 是结构的应力分量和相应的应变分

量。 也可写成下式的形式：

Π =
w
Ω

Ci jklεi jεkldΩ =
w
Ω

Ci jkl
∂ui

∂x j

∂vk

∂xl
dΩ (3)

结构达到最大刚度时，即平均柔度达到最小
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θ

值，认为结构此时的应变能总和最小，因此当以

材料方向 作为设计变量，结构达到最大刚度时，

有极值条件如下式所示：

∂Π

∂θ
= 0 (4)

Π θ

θ

vk uk

对目标函数 求材料方向 的一阶导数，对弱

形式的平衡方程式 (1) 两边求材料方向 的一阶导

数，并令虚位移场 = ，极值条件式 (4) 可转化

为下式形式：

∂Π

∂θ
= −

w
Ω

∂Ci jkl

∂θ
εi jεkldΩ = 0 (5)

式 (5) 是求解最优材料方向的基本方程，但是

积分形式的式 (5) 是难以求解的，通常利用有限

元方法将式 (5) 转化为离散的形式求解，如下式

所示：

∂Π

∂θe
= −

w
Ωe

∂Ci jkl

∂θe
εi jεkldΩe = 0 (6)

Ωe e式 中 ， 代 表 第 个 离 散 单 元 。 当 单 元 足 够 小 ，

可认为单元内的应力场和应变场是常数，那么式 (6)

中的积分符号可以被忽略，简单起见，假定结构

离散单元的面积为 1，那么式 (6) 变为下式形式：

∂Π

∂θe
= −εT

e
∂C
∂θe
εe = 0 (7)

εe C其中： 代表应变向量； 是正交各向异性的弹性

矩阵。式 (7) 也可以表达为应力的形式，如下式所示：

∂Π

∂θe
= −σT

e
∂S
∂θe
σe = 0 (8)

σe S其中： 代表应力向量； 是正交各向异性的柔

度矩阵。

S = T−1 (θe)S0
[
T−1 (θe)

]T
(9)

T S0其中： 是和材料方向有关的旋转矩阵； 是纤

维沿着固定坐标系下的柔度矩阵，表达式如下：

S0 =


s0

11 s0
12 0

s0
12 s0

22 0

0 0 s0
66

 (10)

σe

θe

σe θe

在式 (8) 中，单元的应力向量 是关于材料

方 向 的 隐 函 数 ， 这 为 求 解 带 来 了 很 大 的 困 难 ，

因此 Gea 和 Luo[51] 采用了一条假设，即假定单元

的应力向量 独立于材料方向 ，基于这条假设，

式 (8) 可写成式 (11) 的形式：

∂Π

∂θe
=
∂
(
σT

e Sσe
)

∂θe
= 0 (11)

θe式 (11) 可写成关于材料方向 的显式表达式，

Asin(2θe)+Bcos(2θe)+Dsin(4θe)+E cos(4θe)= 0 (12)

其中，A、B、D、E 是和材料参数以及应力分量

有关的系数，表达如下：

A = c
(
σ2

2−σ2
1

)
B = 2cσ12 (σ1+σ2)

D = d
[
4σ2

12− (σ1−σ2)2
]

E = 4dσ12 (σ1−σ2)

c = s0
11− s0

22

d =
s0

11+ s0
22−2s0

12− s0
66

2

(13)

θ1 θ2

θI θII

通过求解式 (12) 的根，可得到最优的材料方

向 分 布 ， Gea 和 Luo[51] 给 出 了 式 (12) 的 封 闭 解 ，

并对结果做出了详细的分类 (详细的推导过程可

参考 Gea 和 Luo[51] 的原始论文)，本文这里给出一

些关键结果，见表 1，其中 、 代表式 (12) 的两

个根， 、 代表两个主应力方向。

θ1 θ2

在 Case 1 中，Gea 和 Luo[51] 发现了  “重复的

全局最小值”，即式 (12) 存在两个根 和 。Gea

 

表 1    基于应力方法得到的纤维极值角度

Table 1    Fiber extreme angle obtained from stress based method
 

Cases Condition Extreme angle

1

d > 0

d2
[
(σ1 −σ2)2 +4σ2

12

]
> c2(σ1 +σ2)2

and

4

θ1 = arctan


4dσ12 +

√
4d2

[
(σ1 −σ2)2 +4σ2

12

]
− c2 (σ1 +σ2)2

2d (σ1 −σ2)− c (σ1 +σ2)


θ2 = arctan


4dσ12 −

√
4d2

[
(σ1 −σ2)2 +4σ2

12

]
− c2 (σ1 +σ2)2

2d (σ1 −σ2)− c(σ1 +σ2)


2

d > 0

d2
[
(σ1 −σ2)2 +4σ2

12

]
< c2(σ1 +σ2)2

and

4

θ1 = θI
θ1 = θII

3 d < 0 θ1 = θI

Notes: c, d−Material property parameters; σ1, σ2, σ12−Stress components; θI, θII−Two principal stress directions.
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和 Luo[51] 指出，由于重复的全局最小值存在，利

用数值算法求解式 (12) 可能会失效，由于应力场

和材料方向有关，那么在利用迭代的数值方法求

解时，可能会使得目标函数震荡，甚至会导出错

误 的 结 果 。 在 Case 2 和 Case 3 中 ， Gea 和 Luo[51]

给出了一个非常关键的结果，即主应力方向是最

优的纤维方向，这一结果和直觉是相符合的，由

于纤维增强复合材料的剪切强度偏弱，而沿着主

应力方向铺放纤维可以有效的引导应力沿着纤维

方向传递，从而降低结构内部的切应力，很大程

度上提高结构强度。 

1. 2    基于应变的材料方向优化理论

和基于应力的方法类似，在基于应变的材料

方向优化方法中，假定应变场独立于材料方向，

根据此假设，式 (7) 可写成下式的形式：

∂Π

∂θe
=
∂
(
εTe Cεe

)
∂θe

= 0 (14)

极 值 条 件 同 样 可 显 示 表 达 为 式 (12) 的 形 式 ，

只是相应的系数发生改变：

A = −2a
(
ε22−ε21

)
B = −2aε12 (ε1+ε2)

D = −2b
[
γ2

12− (ε1−ε2)2
]

E = −4bγ12 (ε1−ε2)

a = c0
11− c0

22

b =
c0

11+ c2
22−2c2

12−4c0
66

2

(15)

θI

利用基于应变的方法，材料的最优方向可以

分为两种情况，见表 2，这里的 表示材料的第一

主应变方向。
 
 

表 2    基于应变方法得到的纤维极值角度

Table 2    Fiber extreme angle obtained from strain based method
 

Cases Condition Extreme angle

1

b < 0

b2
[
(ε1 −ε2)2 +γ2

12

]
> a2 (ε1 +ε2)2

and

4

θ1 = arctan


2bγ12 +

√
4b2

[
(ε1 −ε2)2 +γ2

12

]
−a2(ε1 +ε2)2

2b (ε1 −ε2)−a(ε1 +ε2)


θ2 = arctan


2bγ12 −

√
4b2

[
(ε1 −ε2)2 +γ2

12

]
−a2 (ε1 +ε2)2

2b (ε1 −ε2)−a(ε1 +ε2)


2

b > 0

b2
[
(ε1 −ε2)2 +γ2

12

]
< a2 (ε1 +ε2)2

or

4
θ1 = θI

Notes: a, b−Material property parameters; ε1, ε2, γ12−Strain components.
 

Case 2 结果同样与直觉相符，主应变方向是

结构单元变形最大的方向，而 CFRC 结构单元在

沿着纤维方向上的刚度最大，因此将纤维沿着主

应变方向布置，可以充分发挥纤维轴向的弹性模

量，减小结构变形，提高结构刚度。 

1. 3    基于弹性矩阵的材料方向优化理论

类 比 于 基 于 应 力 的 方 法 和 基 于 应 变 的 方 法 ，

本文将 Pedersen[49] 采用的方法称为基于弹性矩阵

的方法。对于某一个离散单元，应变能可表示如下，

Π=
1
2
εTe Cεe =

1
2

C11ε
2
11+

1
2

C22ε
2
22+C12ε11ε22+2C66ε

2
12

(16)

固定弹性矩阵，仅旋转应变场，那么有极值

条件如下式所示：
∂Π

∂θe
=C11ε11

∂ε11

∂θe
+C22ε22

∂ε22

∂θe
+C12ε22

∂ε11

∂θe
+

C12ε11
∂ε22

∂θe
+4C66ε12

∂ε12

∂θe
= 0 (17)

θe εI(|εI | ⩾ |εII |)
(A11 ⩾ A22)

这里的 是数值较大的主应变 和

最大刚度 方向之间的夹角，根据主应变

的计算公式，极值条件式 (17) 可表示成主应变的

形式：

∂Π

∂θe
= − (εI−εII) sin(2θe)

{
1
2

(C11−C22)

(εI+εII)
[
1
2

(C11+C22)− (C12+2C66)
]

(εI−εII)cos(2θe)
}
= 0

(18)

α3 γ

求 解 式 (18) 可 得 到 最 优 的 材 料 方 向 ，

Pedersen[47-49] 给出了式 (18) 的详细结果，见表 3，

其中 是和材料参数相关的无量纲参数，而 是

和材料参数以及主应变相关的无量纲参数，定义

如下：

α3 = 1+
ET

EL
(1−2νLT)−4

(
GLT

EL

)1− ν2LTET

EL

 (19)
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ET EL GLT νLT其中， 、 、 、 分别是横向弹性模量、

纵向弹性模量、剪切模量以及泊松比。

γ =
(C11−C22)(1+εII/εI)

[C11+C22−2(C12+C66)] (1−εII/εI)
(20)

C11 C12 C22 C66这里 、 、 、 是弹性矩阵的分量。

θe = 0

90◦ θe = 90◦

当 时，意味着纤维方向沿着第一主应变

的方向，而第一主应变方向和第二主应变方向相

差 ，当 代表着纤维方向沿着第二主应

变的方向，从表中的结果可以看到，对于不同的

材料参数，主应变的方向有很大概率可能成为最

佳的材料方向，这和 Gea 和 Luo 的研究结果 [51] 是

一致的。

尽管刚度矩阵、应力场或者应变场独立于材

料 方 向 这 一 假 设 在 物 理 上 难 以 实 现 ， 但 是

Pedersen[47-49]、Gea 和 Luo[51] 的研究结果给出了一

个非常关键的结果，即对于“弱”剪切类型的正

交各向异性材料，主应力 (主应变) 方向是最优的

纤维方向，这一结果为连续纤维路径的规划提供

了指导，有许多研究者在设计 CFRC 时就沿着主

应力 (主应变 ) 方向规划连续纤维的路径 (在第三

章会更加详细的讨论)。 

2    CFRC 纤维角度数值优化

θ

如果严格地考虑刚度矩阵、应力场、应变场

和纤维角度之间的关系，解析地求解最优纤维方

向是几乎不可能的。因此，在 Pedersen[47-49]、Gea

和 Luo[51] 提出的各向异性材料方向优化理论的基

础上，学者们逐步采用数值算法来求解各向异性

材料的最佳方向，从而发展出一系列的复合材料

纤维角度优化算法。纤维角度优化的主要思想是

为每个离散结构单元赋予一个设计变量，即纤维

方向 ，每个结构单元的弹性矩阵由沿着固定坐

标系的材料弹性矩阵和旋转矩阵所定义：

Dθ = TT (θ) D0T (θ) (21)

Dθ θ D0

T (θ)

其中： 是纤维角度为 的单元弹性矩阵； 是

纤 维 方 向 沿 着 坐 标 系 下 的 基 本 材 料 弹 性 矩 阵 ；

是旋转矩阵，以二维情况下为例，旋转矩阵

定义如下式所示：

T (θ) =

 cos2θ sin2θ sinθcosθ
sin2θ cos2θ −sinθcosθ
−sin(2θ) sin(2θ) cos(2θ)

 (22)

纤维角度优化的主要目标是在有限单元的层

级，寻找每个离散单元的最佳纤维角度，使得结

构性能达到最优，一般的结构刚度最大化情况下

的纤维角度优化问题可以数学表述如下：
find : θ− π

2
⩽ θ ⩽

π
2

min : J (θ) = U (θ)T K (θ)U (θ)
s.t.K (θ)U (θ) = F

(23)

T (θ)

求解式 (23) 这个优化问题的全局极值是困难

的，由于旋转矩阵 由周期性的正弦和余弦函

数所构成，因此目标函数具有高度的非凸特性，

数值迭代求解时，目标函数非常容易陷入局部最

小值，甚至振荡发散。 

2. 1    离散纤维方向优化

传统的数学规划技术可以求解式 (23) 此类问

题 ， 如 Moita 等 [55] 应 用 Davidon-Fletcher-Powell

可变度量方法 [56] 求解了纤维增强板壳结构中的厚

度 和 纤 维 方 向 优 化 问 题 ； Bruyneel 和 Fleury[57] 利

用序列凸规划方法求解了纤维增强复合材料平板

中的纤维方向优化问题，但是此类方法无法保证

目标函数收敛到全局极值。为了解决局部极值问

题 ， 离 散 纤 维 方 向 优 化 (Discrete fiber orientation

optimization， DFOO) 方 法 被 提 出 ， 以 Stegmann

和 Lund[58] 提出的离散材料优化 (Discrete material

optimization， DMO) 为 基 础 ， 衍 生 出 一 系 列 的

DFOO 算法，如表 4 所示 [58-62]。

DeDMO 的基本思想是将结构单元的弹性矩阵

由一系列不同候选材料的单元弹性矩阵加权求和

表示，对于某一个单元有，

De =

ne∑
i=1

wi Di, 0 ⩽ wi ⩽ 1 (24)

ne Di其中： 是候选纤维材料的数量； 是不同候选

材料的弹性矩阵，每一种候选材料对应着一个纤

 

表 3    不同情况下的极值角度[49]

Table 3    Extreme angle under different circumstance[49]

 

θeExtreme angle 
α3 > 0Relatively "low" shear stiffness α3 < 0Relatively "high" shear stiffness 

γ < −1 −1 < γ < 1 γ > 1 γ < −1 −1 < γ < 1 γ > 1
0◦ Global min Global max Global max Global max Local min Globa min

90◦ Global max Local max Global min Global min Global min Global max
cos(2θe) = −γ – Global min – – Global max –
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0◦ ∓15◦ ∓30◦ ∓45◦

∓60◦ ∓75◦ 90◦ wi

wi

维角度，常用的纤维角度有 、 、 、 、

、 、 ； 是每种候选材料对应的弹性

矩阵的权重， 的取值范围在 0 和 1 之间，并且

需要满足条件：
ne∑
i=1

wi = 1 (25)

ne

p

每一个结构单元包含 个权重，每一个权重

都被看作一个设计变量，通过优化权重的取值，

调整不同候选材料的弹性矩阵对单元弹性矩阵的

贡献，使得目标函数达到极值。需要注意的是，

当任何一个权重取中间值，结构单元的弹性矩阵

将表示为两个以上的弹性矩阵之和，这样的本构

关系是没有物理意义的，因此为了使得 DMO 有

效，在优化后每个单元的所有权重中，只有一个

权重为 1，其余权重等于 0。为了避免出现权重取

中间值的情况，类似于 SIMP 中对中间密度的惩

罚 [38, 63-64]， DMO 中也引入了惩罚因子 ，同时为

了提高收敛速度，式 (24) 改进如下：

De =

ne∑
i=1

(xe
i

)p
ne∏
j=1

[
1−

(
xe

j,i

)p]︸                         ︷︷                         ︸
0⩽xe

i ⩽1

Di (26)

xe
i p

xe
i wi

ne

0◦、45◦、90◦、−45◦

其中， 是引入的设计变量，通过惩罚因子 对

非极值的 进行惩罚，迫使权重 趋近于 0 和 1。

当 候 选 材 料 的 数 量 取 4， 对 应 的 纤 维 角 度 为

， 这 种 候 选 材 料 的 选 取 策 略

被称为 DMO4，对 DMO4 中的权重进行正则化处

理即得到了 DMO5：

wDMO5
i =

wDMO4
i∑ne

k=1
wDMO4

k

(27)

Ne

ne×Ne

DMO4 和 DMO5 是最常用的两种 DMO 方法，

在许多例子中表现出良好的效果。在 DMO 的优

化框架下，对于包含 个离散单元的结构，设计

变量的个数为 ，设计变量的个数被极大的

增加，这导致 DMO 的优化效率偏低。为了提高

DMO 的优化效率，Bruyneel 对 DMO 进行了改进，

提 出 了 一 种 基 于 形 状 函 数 的 材 料 参 数 化 方 案 [59]

(Shape  function  with  penalization， SFP)， 在 有 限

元分析中，结构单元内的位移场由节点位移加权

求和得到，其中的权重为称为形状函数，Bruyneel

将形状函数作为 DMO4 中的权重，并引入惩罚因

子，得到 SFP 的权重表达式：

w1 =

[
1
4

(1−R) (1−S )
]p

w2 =

[
1
4

(1+R) (1−S )
]p

w3 =

[
1
4

(1+R) (1+S )
]p

w4 =

[
1
4

(1−R) (1+S )
]p

(28)

这里 R 和 S 为设计变量，可以看到在 SFP 中，

用两个设计变量表达可以表达 4 个权重，相比于

DMO4，设计变量的总数量减少一半，很大程度

上提高了优化效率。Bruyneel 等 [65] 又对 SFP 进行

了扩展，讨论了对于其他数量的候选材料下权重

的表达式。Gao 等 [60] 将 SFP 推广到更为一般的形

式 ， 提 出 了 双 值 编 码 参 数 化 (Bi-value  coding

parameterization，BCP) 策略，在 BCP 策略中，权

重被表达为更一般的形式：

wi j =

 1
2N

N∏
k=1

(
1+ s jk xik

)
p

, −1 ⩽ xik ⩽ 1 (29)

xik s jk其中， 是设计变量， 由式 (30) 确定，

s jk =


1, j ∈

[
1,2k−1

]
−1, j ∈

[
2k−1,2k

]
sξk, j ∈

[
2k +1,2N

]
, where ξ = 2⌈log2 j⌉+1− j

(30)

N其中， 是一个整数，代表每个离散单元的设计

变量的数量，由式 (31) 确定：

N =
⌈
log2m

⌉
(31)

 

表 4    DFOO 算法以及一个离散单元所需设计变量个数

Table 4    DFOO algorithms and the number of required design variables for a discrete element
 

Method The number of design variables required

Discrete material optimization (DMO)[58] ne

Shape function with penalization (SFP)[59] ne/2
Bi-value coding parameterization (BCP)[60] ⌈

log2ne
⌉

Bipartite interpolation optimization (BIO)[61] ⌈
log2ne

⌉
Normal distribution fiber optimization (NDFO)[62] 1

Note: ne−Number of candidate materials.
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⌈•⌉ m

N

式中， 代表向上取整函数。在 BCP 方法中，

个候选角度可以用 个设计变量来表达。为方便

理解，图 2 可视化展示了在 4 个候选材料和 8 个

候选材料情况下，BCP 对材料弹性矩阵的参数化

表达。

ξe1 ξe2

ξe1

ξe2 ξe3

n

2n

如图 4(a) 所示 [66]，考虑 4 种候选材料时，每

个结构离散单元包含 4 个节点，每个节点对应着

1 种候选材料的弹性矩阵，设计变量 ( , ) 可看

作单元内的局部坐标，局部坐标的位置反映了每

个节点对应的弹性矩阵对该单元总弹性矩阵的贡

献，当局部坐标与某节点的距离越近，则该节点

对该单元总弹性矩阵的贡献越大。同理，在图 4(b)

中，考虑 8 种候选材料时，每个结构离散单元对

应着一个包含 8 个节点的立方体，设计变量 ( ，

， ) 描述了立方体内的某个位置，立方体节

点与该位置的距离反映了该节点对应的候选材料

弹 性 矩 阵 对 单 元 总 弹 性 矩 阵 的 贡 献 。 类 似 的 ，

Zhang 等 [61] 提 出 了 一 种 二 分 插 值 优 化 (Bipartite

interpolation optimization，BIO) 策略，利用 个设

计变量可以表达 个权重，以 4 种候选材料为例，

x1 x2图 5 展示了用 2 个设计变量 和 进行候选材料

选择的过程。每一种候选材料对应着一个刚度矩

阵，那么单元的刚度矩阵可表示为式 (32) 的形式，

Ke = (1− x1) (1− x2)︸             ︷︷             ︸
w1

Ke
1 + (1− x1) x2︸      ︷︷      ︸

w2

Ke
2+

x1 (1− x2)︸      ︷︷      ︸
w3

Ke
3 + x1x2︸︷︷︸

w4

Ke
4

(32)

p引入惩罚因子 ，BIO 策略下的权重一般表达

式如式 (33) 所示：

we =

 n∏
i=1

(xi or (1− xi))

p

, 0 ⩽ xi ⩽ 1 (33)

尽 管 DMO、 SFP、 BCP 和 BIO 取 得 了 很 好 的

结果，但是仍然存在一个共同的问题，即总设计

变 量 的 个 数 依 赖 于 候 选 材 料 的 个 数 ， 即 使 SFP、

BCP 和 BIO 在一定程度上降低了设计变量的个数，

但是对于大量的离散单元，算法的优化效率仍有

待提高。为解决此问题，Kiyono 等 [62] 提出了正态

分 布 纤 维 优 化 (Normal distribution fiber optimiza-

tion， NDFO) 方法，仅仅使用 1 个设计变量来表

达任何数量的候选材料权重，Kiyono 等利用正态
 

X2

#e

#n
e#e

#1

··
·

··
·

··
·

··
·

··
·

X1

(a)

(b)

[C1]

[C2]

[C3]

[C4]

[C1]

[C2]

[C3]

[C4]

[C5]

[C6]

[C7]

[C8]

(−1, 1, 1)

(−1, 1, 1)

(−1, −1, −1)

(−1, −1, 1)

[C
e(ξe)

]=∑ [  (1+ξ
e1ξi1) (1+ξe2ξi2) (1+ξe3ξi3) ]pθ [Ci]8

8

i=1

1―

[C
e(ξe)

]=∑ [  (1+ξ
e1ξi1) (1+ξe2ξi2) ]pθ [Ci]4

4

i=1

1―

(−1, 1, −1) (−1, 1, −1)(1, 1, −1)

(−1, −1, −1)

(1, 1, −1)

(1, 1, 1)

(1, −1, −1)
(1, −1, −1)(1, −1, 1)

(−1, −1) (1, −1)

(1, 1)2

14

3(−1, 1)

(1, 1, 1)

(1, −1, 1)(−1, −1, 1)

(0, 0, 1) (0, 0, 1)

(0, 0)

ξ2=1 ξ2=1

ξ2=1

ξ1=1 ξ1=1

ξ2=−1 ξ2=−1

ξ2=−1

ξ1=−1 ξ1=−1

ξ1=1ξ1=−1

ξ2

ξ2

ξ2

ξ
e2

ξ
e1

(ξ
e1, ξe2, ξe3)

(ξ
e1, ξe2)

ξ1

ξ1

ξ1ξ3

Front face
Back face

[Ce(ξe)][Ci], i=1, 2, ···, 8 represent different elastic matrix; e is element index; ξ1, ξ2 are local coordinates system; ξe1, ξe2 are local coordinates;  is the elastic

matrix of #e element; pθ is exponent

图 4    双值编码参数化 (BCP) 技术的说明[66]：(a) 4 种候选材料；(b) 8 种候选材料

Fig. 4    Illustration of the Bi-value coding parameterization (BCP) technique[66]: (a) Four candidate materials; (b) Eight candidate materials
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分布函数定义权重如式 (34) 所示：

ŵi = e
− (θ−i)2

2p2

wi =
ŵi∑nc

k=1
ŵk

where i = 1, · · · ,nc (34)

θ nc

p

θ

其中： 是候选纤维角度； 是候选材料的数量；

是 惩 罚 因 子 。 由 于 正 态 分 布 函 数 连 续 且 可 微 ，

每个离散单元只需 1 个角度设计变量 即可，无需

引入额外的设计变量，极大的提高了优化效率。
 

2. 2    连续纤维方向优化

从 DMO 到 NDFO，这些方法基本思想都是从

一系列候选材料对应的纤维角度中优化选取最佳

的纤维角度组合，优化的结果很大程度上依赖于

候选材料的选择，由于候选材料对应的角度集无

法包含所有的纤维角度，这导致可搜索的解空间

被缩小了，因此即使采用 DFOO 的一系列算法得

π

到了全局最优解，该最优解无法保证是原始问题

(23) 的全局最优解，因此在保持解空间不变的条

件下，寻找纤维角度的最优解是连续纤维增强复

合材料纤维优化的关键问题之一，理论上讲，随

着 DFOO 算法中候选材料个数增多，优化结果会

逐步逼近原始问题 (23) 的最优解，当候选材料个

数趋近于无穷，离散纤维方向优化问题就转化为连

续纤维方向优化问题 (Continuous fiber orientation

optimization， CFOO)。 第 一 章 所 提 到 基 于 应 力 、

基于应变和基于弹性矩阵的理论研究方法均属于

CFOO，由于 CFOO 是一个高度非凸的优化问题，

获得非凸问题的全局最优解是十分困难的 [67]，因

此保障近似的全局最优解是 CFOO 优化算法的关

键问题之一；在 CFOO 中，纤维角度被允许在 0

到 之间连续的变化，因此优化后设计域内可能

出现纤维方向混乱的区域，这样的优化结果是没

有 实 际 意 义 的 ， 因 此 保 证 纤 维 方 向 的 连 续 性 是

CFOO 算法的另一个关键问题。表 5[68-74] 总结了若

干种处理 CFOO 问题的方法及其优缺点。

目前的 CFOO 算法主要是利用基于梯度的优

化算法，结合滤波技术来得到光滑且近似最优的

纤维矢量场。Xia 和 Shi[68] 提出利用 Shepard 插值

方法对纤维角度进行插值处理，如下式所示：

Θ(x) =
n∑

i=1

wi(x)θi

wi(x) =
∥x− pi∥−p∑n

k=1
∥x− pk∥−p

(35)

x pi ∥·∥ p

θi Θ (x)

其中： 和 代表位置； 是欧拉范数； 是一

个正数； 是原始纤维角度； 是插值后的纤

维角度分布， Shepard 插值方法有效的保证了纤

维角度的空间连续性，在一定程度上促进了优化

 

K
1

e

K
2

x
10 1

x
20 1 x

20 1

e

K
3

e

K
4

e

Ke
i , i=1, 2, 3, 4 is the stiffness matrix of candidate materials

图 5    二分插值优化 (BIO) 策略中候选材料的选择过程[61]

Fig. 5    Selection process of four candidate materials in bipartite

interpolation optimization (BIO) scheme[61]

 

表 5    若干种处理连续纤维方向优化问题 (CFOO) 的方法及其优缺点

Table 5    Several approaches to continuous fiber orientation optimization (CFOO) and their advantages and disadvantages
 

Method Advantage Disadvantage Ref.

Shepard interpolation for fiber angle The continuity of fiber angle is guaranteed
The optimization result depends on the
initial design;
Ends at local optimal solution

[68]

Gradient descent method Superior convergence properties Poor continuity of fiber angles [69]
Discrete-continuous
parameterization

The solution space is complete;
It reduces the risk of local optimal

Difficulty in determining the number of
subintervals

[70]

Principal stress orientation interpolated
continuous fiber angle

Reduce the phenomenon of local fiber
discontinuity;
Higher convergence efficiency

Optimization results depend on the
direction of principal stress

[72]

Full-scale topology
optimization

The difficulty of optimization is low;
Can generate continuous fiber paths

High computational cost [73]

Deep neural network models
Reduces the number of optimization
iterations and decreases computational costs

Post-processing step required;
Problem-dependent

[74]
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算法的收敛，但是连续纤维角度插值会造成优化

结果依赖初始解，导致局部最优解问题。Guo 和

Zhou[75] 在考虑拉压性能的情况下，研究了纤维增

强复合材料的变刚度优化设计，原始的优化问题

被分为两个子问题，子问题一是材料的拓扑优化，

子问题二是纤维方向优化，应用梯度下降技术来

实现纤维角度的更新。Shen 和 Branscomb[69] 详细

研究了梯度下降法在各向异性材料方向优化中的

应用，Shen 和 David 对梯度下降法中的学习率进

行了改进，如下式所示：

θi+1← θi−αi g

αi =
β

max(|g|)
(36)

θi i g
αi αi

β

[−π/2,π/2]

其中： 是第 次迭代时的纤维角度向量； 表示

梯度向量； 是学习率， 将梯度向量中的最大

绝对值归一化为 1；系数 来控制每次迭代中纤维

角度的最大改变幅度，改进的梯度下降法能有效

保证目标函数的下降，可以实现对全局/局部最小

值良好的近似。梯度下降法没有考虑纤维角度的

连续性，因此优化结果可能出现纤维角度混乱的

区 域 。 Luo 等 [70] 发 展 了 一 种 离 散 -连 续 参 数 化

(Discrete-continuous parameterization， DCP) 纤 维

优化方法，为纤维角度优化问题提供了一条思路。

在 DCP 的策略中，纤维角度的优化被分为两个子

问题，子问题一类似于 DMO，将纤维角度的取值

范围 均匀分成若干子区间，以每个子集

的中点作为候选纤维角度，利用 DMO 方法，从

候选纤维角度集中确定每个单元的最佳纤维角度，

从而确定每个单元最佳纤维角度所属的子区间，

子问题二就是在每个子区间内进行连续的纤维角

度优化，寻找最佳的纤维方向，由于子区间的范

围 较 小 ， 因 此 寻 找 最 优 解 的 难 度 大 幅 度 降 低 ，

图 6 展示了不同子集数量情况下悬臂梁的优化结

果。DCP 一方面能保证解空间的完整性，另一方

面能降低局部最优解的风险，但是如何确定合适

的子区间数量仍是问题，目前只能采用试错的方法。

θN θ θs

θ (−π/2,π/2]

θ θs

Ye 等 [72] 结合基于应力的方法发展了一种主应

力 方 向 插 值 连 续 纤 维 角 度  (Principal  stress

orientation  interpolated  continuous  fiber  angle，

PSO-CFAO) 优化算法，在 PSO-CFAO 中，单元的

纤维方向 由纤维角度设计变量 和主应力方向

共同确定。纤维角度设计变量 可以在

连续的变化，纤维角度设计变量 与主应力方向

之间的差值定义如下式所示：

φ =

{
θ− θs|θ− θs| ⩽ π/2

g (θ)− θs|θ− θs| ⩽ π/2 (37)

g (x)其中， 是用于反转纤维方向的映射函数，其

表示为

g (x) = − x
|x|π+ x (38)

θN通过主应力方向改进的连续纤维角 定义如下:

θN =


θ− fϕ|θ− θs| ⩽

π
2

γ |θ− θs| >
π
2
,γ ∈ (−π/2,π/2]

g (γ) |θ− θs| >
π
2
,γ < (−π/2,π/2]

(39)

f其中， 是基于 Sigmoid 映射函数发展而来的插值

函数，

f =
1

1+ e−(|ϕ| 4π−1)
(40)

γ的表达式如下：

 

(a)

(b)

(c)

图 6    不同子区间数量情况下悬臂梁的优化结果[70]：(a) 1 个子集；

(b) 2 个子集；(c) 3 个子集

Fig. 6    Optimization results of cantilever beams under different number

of subintervals: (a) One subinterval; (b) Two subintervals;

(c) Three subintervals
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γ = g (θ)− fϕ (41)

ϕ

θs ϕ

θ

在上述函数中，较大的 值使得纤维角度偏

离主应力方向 ，较小的 值使得纤维角度偏离纤

维角度设计变量 。不同条件下的纤维角度插值

示意图如图 7 所示，

由于 Sigmoid 插值函数和主应力方向被用来

修正纤维方向变量并提供先验信息，引导了纤维

方向的改变，因此 PSO-CFAO 方法可以有效地减

少局部纤维不连续现象，并且和传统的 CFAO 算

法相比具有更高的收敛效率。与用主应力方向代

替纤维方向的方案相比，PSO-CFAO 方法在“强”

剪切模量的条件下仍具有更好的精度和稳定性，

并且可以消除“重复全局最小值”的问题。另一

ρ1
e ρ2

e

ρ1
e = 0 ρ1

e = 1

ρ2
e ρ1

e = 1

ρ2
e = 0 e ρ1

e = 1 ρ2
e = 1

e ρ1
e

ρ2
e

个十分具有创新性的工作是 Li 等 [73] 提出的具有连

续纤维路径的纤维增强结构的全尺度拓扑优化算

法。不同于以往的纤维角度优化问题，Li 等将纤

维角度的优化问题看作双材料的拓扑优化问题，

对于每个单元，利用两个设计变量 和 来描述

单元状态， 表示该单元为空， 表示该

单元被材料填充 (这和 SIMP 中的设计变量含义是

相同的 )，设计变量 被称为混合系数， 且

表示单元 被基体材料填充， 且

表示单元 被纤维材料填充。设计变量 决定了单

元是复合材料状态或者孔洞状态， 决定了复合

材料状态单元的纤维含量，如图 8(a) 所示。

该算法没有考虑纤维的方向，在有限元分析
 

Step 1:

Fiber orientation

Direction of

principal stress

Fiber orientation

Direction of

principal stress

Step 2:

(a) φ≤π/2

y

y

x

x Datum axis

x

x

x

x

x

x

x

O

O

O

O

O

O

O

O

θN
θ

θ, θS, θN∈ (−π/2, π/2] θM, θN∈  (π/2, π] (−π, −π/2]

θ

θ

θ

θ

θM θM

θN

θN

θN

θN

θN θN

θS

θS

θS

|θ−θS|≤ 2
π―

φ

φM

φM

φ φ

y

y y

yy

y

y

(b) φ>π/2 (c) φ≤π/2 & θN∈(−π/2, π/2]M

M

M

θN φM, θM θMN
θN θS

φ is the angle variable defined in Eq. (37);  is the continuous fiber angle improved by the direction of principal stress;  and  obtained through

rotating the angles of φ, θ and  by 180°; θ is fiber angle;  is the direction of principal stress

图 7    不同条件下纤维取向结果的处理[72]

Fig. 7    Treatment of the fiber orientation results under different conditions[72]
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中结构单元的弹性模量由下式定义：

Ee =
(
ρ1

e

)γ [(
ρ2

e

)γ
E2+

(
1−ρ2

e

)γ
E1

]
+

(
1−ρ1

e

)γ
Emin (42)

Emin E1 E2其中， 、 和 分别代表孔洞，基体材料和

纤维材料的弹性模量。 CFRC 的拓扑优化问题被

转化为传统的多材料拓扑优化问题，很大程度上

降低了数值优化的难度。并且红色纤维单元排列在一

起形成了连续的纤维路径，有利于后续的生产制造，

如图 8(b) 和 8(c) 所示。但是这种方法要求结构划

分的单元数量必须足够多，因此计算成本较大。

另外一个值得注意的工作是 Li 等 [74] 提出的一

种无梯度优化算法，他们基于深度神经网络，发

展了 CFRC 的拓扑构型和纤维方向的协同优化框

架，为 CFRC 的优化设计提供了方向，如图 9 所

 

Design domain

(b)(a)

(c)

Void Fiber material

Matrix material

图 8    (a) 双材料拓扑优化；(b) Michell 梁设计域；(c) Michell 梁优化结果[73]

Fig. 8    (a) Bi-material topology optimization; (b) Michell beam design

domain; (c) Optimized result of Michell beam[73]

 

Sample updating

strategy

Element

density

Fiber

angle

Optimal value of DNN

Stiffness

contribution

Volume constraints

y
x

F

Solid region

Void region

Collaborative optimization

framework of CFRP

Initial conditions and

design domain

Generating training

sample data

Building the DNN model

Optimal solution

Updating

sample

No

Yes

Convergence

Optimal structure and

fiber angle

Post-processing

Anisotropic

material

Finite element analysis

B-spline

Element

density

Fiber

angle

θ Cρ
···

···

···

···

DNN−Deep neural network; CFRP−Continuous fiber reinforced polymer; F−Load; ρ−Density; θ−Angle; C−Compliance

图 9    CFRC 结构拓扑和纤维方向的协同优化框架[74]

Fig. 9    Collaborative optimization framework for topological structure and fiber orientation of CFRC[74]
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示。该优化框架由生成训练样本数据、训练深度

神经网络、结果后处理三大部分组成。首先利用

有限元分析生成用于训练的数据集，每个样本数

据包含单元密度和纤维角度信息，基于训练数据，

利用深度神经网络建立设计变量和目标函数之间

的映射，利用 B 样条插值对网络的输出结果进行

后处理，最终得到具有光滑边界和连续纤维角度

的结构。可见，利用神经网络模型进行 CFRC 的

优化设计可以有效节约计算成本，但是输出结果

需要一定的后处理；另外，搭建的网络具有很强

的问题相关性，即输出结果依赖于训练数据集，

难以应对不同的 CFRC 优化问题。 

3    CFRC 连续纤维路径 

3. 1    传统纤维打印路径

连续纤维路径规划对于 CFRC 的增材制造是

至关重要的，合理的纤维路径可以保证纤维在打

印过程中的连续性和均匀性，避免出现纤维的重

叠、间隙和尖角，减少纤维断裂和扭曲，从而降

低 3D 打印 CFRC 的缺陷，提高 CFRC 打印件的结

构性能。传统的纤维打印路径包括直线型、Z 字

型、螺旋型、网格型、蜂窝型、轮廓型等，如图 10

所示 [76-80]。这些打印路径形式规整，已被广泛应

用于各种 CFRC 结构的增材制造中。直线型纤维

路径是最简单的一种纤维打印模式，纤维路径穿

过整个打印零件，其余部分利用基体材料填充，

结构沿着纤维方向的承载能力被有效的提高，但

是在其余方向上的承载能力却十分有限 [81-83]。Z 字

型纤维路径因生成的纤维轨迹类似于英文字母 Z

而得名，其按照一定的角度对结构域轮廓进行等

距分割，Z 字型纤维路径适用性强，目前已成为

商用 3D 打印机主流的路径规划方式之一 [84-86]。Z

字型纤维路径存在大量的纤维转折点，这显著影

响 CFRC 的打印质量，因此有学者提出填充角度

可调节的 Z 字型路径，有效改善了采用 Z 字型纤

维路径 CFRC 的 3D 打印质量 [87-88]。螺旋型纤维路

径 采 用 中 心 向 外 辐 射 的 螺 旋 线 来 引 导 纤 维 铺

展 [89]，该路径与 Z 字型路径相比，能在 3D 打印过

程中减少打印喷头的频繁移动，从而增强纤维路

径的连贯性 [90]。然而，螺旋路径在处理具有内凹

边缘的复杂形状时，常出现自相交的问题。为了

解决这一挑战，周祖德团队 [91] 开发了一种凹多边

形分解技术，有效减少了自相交现象。在此基础

上，易雪涛等 [92] 对螺旋路径算法进行了优化，提

出了一种改进的等距螺旋偏置填充方法，特别适

用于碳纤维增强复合材料的打印。网格型和蜂窝

型均属于交错铺设的纤维路径规划方式，这种方

式使得纤维周期性的填充在打印构件的内部，有

效增强打印构件各个方向上的承载能力 [93-94]。轮

廓型纤维路径由一组平行于打印构件轮廓的闭合

曲线组成，由于轮廓型纤维路径降低了层内台阶

效应的影响 [95]，因此与直线型和 Z 字型纤维路径

相比，打印的零件在表面质量和精度上更优。
  

Bi-grid Tri-grid Quadri-

grid
Kagome-

grid

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

图 10    不同的纤维打印路径：(a) 直线型[71]；(b) Z 字型[76]；(c) 螺旋型[77]；

(d) 网格型[78]；(e) 蜂窝型[79]；(f) 轮廓型[80]

Fig. 10    Different fiber printing paths: (a) Straight line[71]; (b) Zigzag[76];

(c) Spiral[77]; (d) Grid[78]; (e) Honeycomb[79]; (f) Contour[80]

  

3. 2    纤维路径优化设计

上述传统的纤维路径是从 3D 打印的材料沉积

路径发展而来，纤维按照所定义的模式填充在打

印构件内部，这类纤维路径未考虑打印构件的受

力状态，一方面没有充分发挥 CFRC 的优势，另

一方面造成了纤维的利用率低下。因此发展连续

纤维路径的优化设计方法是必要的，目前常用三

类纤维路径优化设计方法的优化变量、纤维路径

的表示和优缺点如表 6 所示。 

3.2.1    基于连续可微函数的纤维路径优化设计

假定纤维角度的变化模式是基于非线性函数

的 连 续 纤 维 路 径 优 化 设 计 的 一 个 基 本 思 想 [96-97]。

比 如 假 定 纤 维 角 度 沿 着 水 平 方 向 线 性 变 化 ， 如

图 11(a) 和图 11(b) 所示。
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T (x,y)x =
2(T1−T0)

a
|x|+T0 (43)

或者利用极坐标系，假定纤维角度沿着半径

方向线性变化，如图 11(c) 和 11(d) 所示。

T (r,α) =
T1−T0

R
r+T0+α (44)

T0 T1式中：r、α是极坐标；R 是设计域半径； 和

是纤维角度变化的上下界，同时充当设计变量。

Nik 等 [96] 利用这种连续纤维路径的排布方式，以

屈曲载荷为目标，对 CFRC 平板进行了纤维路径

优化。类似的，Passos 等 [97] 也利用这种纤维路径

模型研究了 CFRC 的平板屈曲优化问题。线性变

化的纤维角度模型表达式简单，计算效率高，有

利于优化算法的收敛，但这种模型的设计自由度

过低，难以寻求最优的纤维路径分布。基于此，Wu

等 [98]对纤维角度的线性模型进行了改进，提出了

非线性变化的纤维角度模型，利用拉格朗日多项

式来建立纤维角度的变化模型：

θ (x,y) =
M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

Tmn

∏
m,i

(
x− xi

xm− xi

)∏
n, j

(
y− yi

yn− yi

)
(45)

(xi,yi)

Tmn

其 中 ： 是 二 维 坐 标 系 下 的 参 考 点 ；M 和 N

分别是 x 方向和 y 方向的参考点数量； 是参考

点的纤维角度，在优化过程中充当设计变量。当

M=2、N=0，式 (45) 就退化为线性模型。

另外一种连续纤维路径优化设计的思想是直

接利用连续可微的非线性函数来代表纤维路径，

函数的连续性保证了纤维路径的连续性，可微性

保证了设计域内每一点的纤维角度可以基于此函

数求出。Parnas 等 [99-100] 提出利用 3 阶多项式来表

示纤维路径，在极坐标系下，利用 3 阶多项式表

达的纤维路径方程如下式所示：

s (r) = ar3+br2+ cr+d (46)

a、b、c、d r = xcosα+ ysinα r

α

θ

式 中 ： 是 常 数 ； ， 和

是极坐标系下的变量，如图 12 所示，在有限元

分析中，需要确定每个单元的纤维角度信息，在

3 阶多项式表达的纤维路径方程中，对于设计域

内任意一点，纤维角度 可被定义如下：

θ = arctan
(
3ar2+2br+ c

)
+α (47)

Huang 等 [101] 给出了一般形式下的多项式路径

函数，纤维路径由多项式路径函数的等高线表示，

考虑 n 阶的多项式函数：

 

表 6    三类连续纤维路径优化设计方法

Table 6    Three types of continuous fiber path optimization design methods
 

Method Optimized variables
The representation of fiber
paths

Advantage Disadvantage

Based on continuous and
differentiable functions

Functional
coefficients

Function trajectory
Convenient for adding
manufacturing
constraints

Low design freedom;
Optimization results
depend on the selection of
fiber representation
functions

Based on level set function
Level set function
or expansion
coefficient

Iso-contours of level set
function

Fiber paths without gaps
and overlaps

Fiber path may occur sharp
corners

Based on stress vector
fields

Stream function Streamline
More robust and
straightforward

Post-processing step
required

 

y

x

T1

T0

T0 T1

T

r

α

T1

0
(a)

a/2−a/2 0
(b)

a/2−a/2

0
(c)

a/2−a/2 0
(d)

a/2−a/2

T(x)

T0,T1 T,T (x)r, a−Polar coordinates; −Fiber angle; −Fiber angle

function

图 11    线性变化的纤维角度以及对应的纤维路径[96-97]

Fig. 11    Linear variation in fiber angles and corresponding fiber paths[96-97]
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f (x,y, a) =
n∑

i=1

i∑
j=0

ai jx jyi− j (48)

设计域内任意一点的纤维角度计算如下式所示：

θ (x,y,a)=



arctan

−
∑n

i=1

∑i

j=1
jai jx j−1yi− j∑n

i=1

∑i−1

j=1
(i− j)ai jx j−1yi− j−1

 ,
if

∑n

i=1

∑i−1

j=1
(i− j)ai jx j−1yi− j−1 , 0

π
2
,

if
∑n

i=1

∑i−1

j=1
(i− j)ai jx j−1yi− j−1 = 0

(49)

ai j

ai j

多项式的系数 在优化问题中充当设计变量，

通过优化 来改变纤维路径，从而使得目标函数

达到极值。尽管这类方法降低了纤维路径设计的

自由度，但是有一个很大的优势，即根据纤维路

径函数，纤维路径的曲率可以方便的求出，从而

在优化过程中添加曲率约束，避免纤维路径出现

尖角，这对实际制造过程是十分重要的 [102-103]。 

3.2.2    基于水平集函数的连续纤维路径规划

水 平 集 方 法 [104, 39] (Level  set  method， LSM) 是

一种特征驱动的拓扑优化方法，LSM 的核心思想

是将结构的拓扑边界嵌入到一个高一维度函数的

零等值线中，此函数被称为水平集函数  (Level set

function，LSF)，LSF＞0 代表密度等于 1 的结构部

分，LSF＜0 代表密度等于 0 的空洞部分，LSF 等

于 0 代表结构的边界，LSF 的等值线形成了一系

列的曲线簇，因此研究者们利用 LSF 的等值线代

表纤维路径，通过优化水平集函数来优化纤维路

径，如图 13(a)~13(c) 所示 [105]。

Brampton 等 [106] 提 出 了 基 于 LSF 的 纤 维 路 径

优化方法，假定每个单元的纤维方向沿着水平集

函数等值线的切线方向，如图 13(d) 所示，因此

纤维角度可以被显式的定义：

θe =
π
2
+ arctan

(
∂Φc

e/ ∂η

∂Φc
e/ ∂ξ

)
(50)

Φc
e ξ η其中： 是单元的 LSF； 和 是单元的局部坐标，

通过演化 LSF 来优化纤维角度。在 Brampton 等[107-108]

的 研 究 中 ， 快 速 行 进 法 (Fast  marching  method，

FMM) 被用于每次迭代后初始化 LSF，FMM 能够

在 保 证 LSF 的 0 等 值 线 不 变 的 前 提 下 ， 使 得 LSF

的梯度在设计域内处处等于 1，经过 FMM 处理之

后，LSF 的等值线分布会更加均匀，避免了纤维

路 径 的 重 叠 。 根 据 Brampton 等 [106] 的 研 究 工 作 ，

利 用 LSF 优 化 纤 维 路 径 主 要 包 含 以 下 几 个 步 骤 ，

首先初始化 LSF，根据 LSF 计算纤维角度，然后

进行有限元分析并计算灵敏度，根据灵敏度信息

更新 LSF 并确定主纤维路径 (即 LSF 的零等值线)，

然 后 利 用 FMM 初 始 化 LSF 获 取 其 余 纤 维 路 径 ，

重复上述过程直至收敛，最终提取 LSF 的等值线

即可得到连续的纤维路径，基于 LSF 的纤维路径

优化方法同样可以用于 3D 打印过程中材料的沉

积路径的规划问题 [109]。

基于 LSF 的纤维路径优化方法本质上也是通

过引入一个非线性函数来表示纤维路径，相比于

上一节提到的多项式函数，基于 LSF 的纤维路径

优化方法更容易和 LSM 结合，从而在优化过程中

同 时 考 虑 拓 扑 构 型 和 纤 维 方 向 。 Xu 等 [110] 在
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图 12    (a) 主坐标系和辅助坐标系；(b) 基于 3 阶多项式的

变刚度平板[99-100]

Fig. 12    (a) Main and auxiliary coordinate systems; (b) Variable-stiffness

panel based on cubic polynomial function[99-100]
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图 13    基于水平集函数 (LSF) 的纤维路径优化[105]：(a) LSF；(b) LSF 等

值线；(c) 基于 LSF 等值线的纤维路径；(d) 纤维角度的定义

Fig. 13    Optimization of fiber path based on level set function (LSF)[105]:

(a) LSF; (b) Iso-contour of LSF; (c) The fiber path based on iso-contour of

LSF; (d) Definition of fiber orientation
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Brampton 等 [106] 的工作基础上，在统一的水平集

框架下发展了针对 CFRC 结构拓扑和纤维路径的

优化算法，提出了两种不同的优化策略，即顺序

优化和协同优化，如图 14 所示，顺序优化是先进

行拓扑优化，当拓扑构型收敛以后再进行纤维优

化；而协同优化是同时优化构型和纤维路径，具

体来讲，即在每一个迭代步数中，进行若干次拓

扑 更 新 和 纤 维 路 径 更 新 。 Xu 等 [110] 的 结 果 表 明 ，
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图 14    (a) 顺序优化策略流程；(b) 协同优化策略流程[110]

Fig. 14    (a) Flowcharts for sequential optimization scheme; (b) Flowcharts for simultaneous optimization scheme[110]
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协 同 优 化 的 结 果 要 优 于 顺 序 优 化 ， 最 终 得 到 的

CRFC 的平均柔度更小，这表明为了对于得到性

能更优的 CFRC 结构，在优化的过程中应该同时

考虑拓扑构型和纤维路径，但是作为代价，协同

优化的计算成本要更大。利用基于 LSF 的纤维路

径设计方法已被用于复合材料超结构的设计和制

造中，Li 等 [41] 发展了力学性能可调控的连续纤维

增强超结构的拓扑优化算法，其中超结构的连续

纤 维 路 径 通 过 FMM 扩 展 主 纤 维 路 径 得 到 ， 如

图 15(a)~15(d) 所 示 ， 在 Li 等 [41] 的 工 作 中 ， 提 出

了一种含有权重的目标函数，通过调节该权重参

数，可以实现对连续纤维增强超结构力学性能的

调控，如图 15(e) 所示。

需要注意的是，在 Brampton 等[106]、Xu 等[110]、

Li 等 [41] 的工作中，纤维的设计变量相当于只有一

条主纤维路径，其余纤维路径是基于主纤维路径

通过 FMM 扩展得到的，当主纤维路径确定，其

余纤维路径也随之确定，这在一定程度上缩小了

解空间。为解决此问题，Tian 等 [105, 111] 和 Li 等 [112]

在优化列式中添加了对 LSF 梯度的约束，避免使

用 FMM，如下式所示：

de = (|∇Φ (xe)| −1)2 ⩽ ε,e = 1, · · · ,n

dpn =

 n∑
e=1

dp
e

1/p

⩽ ε
(51)

de ∇Φ (xe)

xe dpn de

其中： 是梯度约束函数； 是水平集函数

在 处的梯度； 是梯度约束函数 的 p 范数；

ε是一个大于 0 的数。

p

ε

ε ε = 0

ε

ε

ε

通过 范数聚合的形式来约束 LSF 在设计域内

的梯度，这使得 LSF 的梯度在优化过程中近似等

于 1，以此保证了通过提取 LSF 等值线得到的纤

维路径的均匀性，其中参数 表示了对 LSF 梯度约

束的程度，理想状态下的 应该等于 0，但是

会使得优化列式难以收敛，因此一般取 为一个

接 近 0 的 正 数 ， 会 影 响 最 终 得 到 的 纤 维 路 径 ，

图 16 展 示 了 的 取 值 对 Messerschmitt–Bolkow–

Blohm (MBB) 梁纤维路径优化的影响。
 
 

(a)

1

3

F

(b)

(c) (d)
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图 16    (a) MBB 梁的设计域；(b) 初始纤维路径；优化得到的纤维路径：

(c) ；(d) [105]

ε = 1 ε = 0.1

Fig. 16    (a) Design domain of MBB beam; (b) Initial fiber paths;

Optimized fiber paths: (c)  ; (d) [105]

 

一种和 LSF 纤维路径优化方法非常相似的技

术被称为偏置方法 [113] (Offset method，OM)，这种

方法一般和拓扑优化过程结合，利用 FMM 创建

平行于结构轮廓的纤维路径，在结构的拓扑优化

过程中，每一个拓扑构型都对应着一种纤维铺设

路径，随着算法的收敛，结构的拓扑构型达到稳

定，纤维路径也随着确定，如图 17 所示,

需要指出的是，利用 LSF 或者 offset 得到的纤

维路径可能会存在一些尖角、急弯等，这一方面

不利于 3D 打印的制造，另一方面应力集中现象

很可能在这些部位发生 [113]，如图 18 所示，因此
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图 15    基于 LSF 的连续纤维增强复合材料超结构设计：((a), (b)) 复合材

料超结构中基于 LSF 得到的连续纤维路径；((c), (d)) 复合材料超结构的

3D 打印纤维路径；(e) 复合材料超结构力学性能随调控参数的变化[41]

Fig. 15    Design of continuous fiber reinforced meta-composites based on

LSF: ((a), (b)) Continuous fiber path of meta-composite based on LSF;

((c), (d)) Actually printing path of meta-composite; (e) Variation of

mechanical properties of meta-composite versus tailorable parameter[41]
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在优化过程中考虑制造约束会更加具有现实意义，

例如加入对 LSF 等值线曲率的约束。 

3.2.3    基于应力矢量的连续纤维路径规划

基于应力矢量的连续纤维路径规划方法从结构

的受力状态出发，通常以结构的主应力矢量场为基

础，设计纤维路径沿着主应力流的方向。一种常用

V = (Vx,Vy)

φ

φ φ

的设计方法被称为流线方法  (Streamline method)，

假设主应力矢量场 ，根据流线理论 [114]

流函数和流场的关系由式 (52) 确定，其中 是流函

数，流函数的切线方向代表流体的流动方向，那么

主应力矢量场的流线即代表纤维路径。具体应用时，

求解式 (52) 得到流函数 ，提取流函数 的等值线

即得到沿着主应力方向的纤维路径。

∂φ

∂x
= Vy;

∂φ

∂y
= −Vx (52)

直接求解式 (52) 是困难的，因此一般将 (52)

转化为如下优化问题： find: φ

min : J(φ) =
r
Ω

1
2
∥Aφ−V∥2dΩ

(53)

A =
(− ∂/ ∂y, ∂/ ∂x)

J (φ)

其 中 ， 。 通 过 最 小 化 目 标 函 数

，使得在设计域内流函数的切线方向尽可能

逼近主应力方向。基于流线方法设计纤维路径已

被广泛应用于 CFRC 结构的设计制造中，Chen 和

Ye[11, 115] 基于流线方法设计拓扑优化 CFRC 结构的

碳纤维路径，并且利用复合材料 3D 打印技术制

造了包括悬臂梁、具有负泊松比效应的超结构和

高弹性模量结构等，如图 19 所示，并表征了碳纤

 

图 17    基于偏置方法 (OM) 和 LSM 的拓扑优化过程[113]

Fig. 17    Topology optimization based on offset method (OM) and

level set method (LSM)[113]
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图 18    由于纤维方向突然变化造成的应力集中现象：(a) 纤维路径；

(b) Von Misses 应力分布 (单位：GPa)[113]

Fig. 18    Stress concentration phenomenon due to abrupt fiber

orientation change: (a) Fiber path; (b) Von Misses stress distribution

(Unit: GPa) [113]
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图 19    基于流线方法所设计的连续纤维路径：(a) 复合材料悬臂梁的平均载荷传递方向和连续纤维路径；(b) 复合材料悬臂梁的连续纤维打印路径；

(c) 具有负泊松比效应的复合材料超结构；(d) 高弹性模量复合材料格栅结构的连续纤维打印路径[11, 115]

Fig. 19    Continuous fiber paths designed based on streamline methods: (a) Average load transmission orientation and continuous fiber paths of the

cantilever beam; (b) Continuous fiber printing paths of the cantilever beam; (c) Meta-structures with negative Poisson's ratio; (d) Composite grid

structures of enhanced effective elastic modulus and their continuous fiber printing paths[11, 115]
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维含量对 CFRC 结构的力学性能的影响。

∇φ = 0

为了使得流函数的等值线更加简单，Yan 等[116]

在 优 化 问 题 (53) 中 添 加 了 对 流 函 数 旋 度 的 约 束

( )：

J(φ) =
w
Ω

1
2
∥Aφ−V∥2+∇φdΩ (54)

在此基础上， Yan 等发展了可变纤维密度的

CFRC 结构拓扑优化算法，即在优化过程中增加

关于纤维密度的设计变量，相比于应力较小的区

域，应力集中的区域被分配更大的纤维密度，使

得同纤维含量的情况下，优化得到的结构性能更

优。一个 L 型梁的优化结果如图 20 所示，可以看

到，在应力集中点区域，纤维密度也相应的更大。

 
 

(a)
100 mm

0.577

0.5

0.4

1 200

1 000

800

600

400

200

0

0.3

0.2

0.1

0

4
0
 m

m

40 mm

F=1 kN

1
0
0
 m

m

(b)

(c) (d)

图 20    (a) L 型梁设计域；(b) 纤维路径分布；(c) 纤维含量分布；

(d) Von Misses 应力分布[116]

Fig. 20    (a) Design domain of L-shaped beam; (b) Fiber paths

distribution; (c) Fiber content distribution;

(d) Von Misses stress distribution[116]

 

Fang 等 [117] 对 基 于 应 力 矢 量 的 纤 维 路 径 规 划

方法进行了详细的研究，包括主应力矢量场的相

容性、等值线数量的选取、纤维路径的连接，给

出了基于应力场的纤维路径规划步骤，如图 21 所

示，第一步利用有限元分析计算结构的主应力方

向 得 到 主 应 力 矢 量 场 ， 第 二 步 利 用 最 小 生 成 树

(Minimum spanning tree， MST) 算 法 对 主 应 力 矢

量场进行调整，改善主应力矢量场的一致性，第

三步移除主应力方向紊乱的区域，第四步对移除

区域的主应力方向进行外推或插值，得到完整的

主应力矢量场，第五步利用流线方法求解流函数，

提取流函数的等值线得到纤维路径，最后一步，

根据结构的边界形状，建立连接不同纤维路径之

间的连接，从而得到最终的连续纤维打印路径。

β α

d

Wang 等[118] 从应力的角度提出了另一种类似的

载荷相关路径规划 (Load-dependent path planning，

LPP) 方法，根据应力矢量，结合结构的中轴线，

生成连续的纤维路径。LPP 首先利用维诺图提取结

构的中轴线以获取结构的几何信息，然后引入矢量

追踪算法，通过 3 个几何参数追踪载荷的传递路径，

3 个几何参数分别是路径片段和附近应力矢量的夹

角 、两个相邻路径片段之间的夹角 和两个相邻

计算点之间的距离 ，如图 22(a) 所示。3 个参数对

应的物理意义分别是生成的路径和应力向量之间的

方向差、路径的平滑度和基于中轴点的最终路径分
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图 21    基于应力场的连续纤维打印路径规划算法：(a) 求解主应力矢量

场；(b) 基于最小生成树 (MST) 确定的主应力矢量场；(c) 识别主应力矢

量紊乱的区域；(d) 移除混乱的主应力矢量；(e) 完整的主应力矢量场；

(f) 连续纤维路径；(g) 最终的纤维打印路径[117]

Fig. 21    Continuous fiber printing path planning algorithm based on

stress field: (a) Solving the principal stress vector field; (b) Principal stress

vectors field determined by minimum spanning tree (MST); (c) Identify

the region of disturbed principal stress vector; (d) Remove the principal

stress vector from the disturbed area; (e) Full principal stress vector field;

(f) Continuous fiber path; (g) Final fiber printing path[117]
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辨率，通过优化这 3 个参数使其最小化，从而获得

高分辨率和平滑的路径，图 22(b) 展示了带有孔洞

的 MBB 梁优化结果以及相应的纤维路径，如图 22(c)

所示，具有可变间距的打印路径在几何边界的侧面

生成，建立起不同纤维路径之间的连接，形成了具

有全局连续性的纤维路径。但是这种纤维打印路径

导致打印构件存在冗余的纤维路径，因此需要对打

印构件进行后处理。 

3. 3    其他连续纤维路径规划方法 

3.3.1    材料汇编

另外一种将纤维矢量场映射为连续纤维路径

的 方 法 由 Boddeti 等 [119] 提 出 ， 被 称 为 材 料 汇 编

(Material compilation)。

如图 23 所示，作者利用条纹图案算法  (Stripe

patterns algorithm) 生成连续的纤维路径，条纹图

案算法是一种几何处理算法，通过输入矢量场，

该算法将在三维表面生成类似于连续纤维的条纹，

和基于 LSF 的算法类似，条纹图案算法可以保证

生成的连续纤维均匀分布，除了简单的二维情况，

该工作可以扩展到复杂的三维连续纤维设计问题。 

3.3.2    等间距连续纤维路径设计方法

在 Papapetrou 等 [113] 和 Zhang 等 [120] 的工作中，

提出了一种等间距  (Equally-spaced，EQS) 连续纤

维路径设计方法，EQS 方法创建平行于结构边界

的连续纤维路径，连续路径沿着结构的最大维度

方向放置。首先将结构域沿着横向划分  (图 24)，

横截面划分取决于结构构件内部是否存在空隙，

即划分的位置选取在结构实体和孔洞的交界处，

然后根据单元密度，布置一系列的点在划分的横

截面上  (图 25)，最后利用光滑的曲线连接这些点

以获取纤维路径 (图 26)。
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图 24    结构区域划分[120]

Fig. 24    Structure region division[120]

 

对 于 简 单 结 构 ， EQS 能 够 取 得 很 好 的 结 果 ，

然而对于一些复杂结构，EQS 需要更多的人为干

预，比如一些多分支结构中  (图 27)，用户需要确

定在每个结构分支中纤维的分布。 
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图 22    (a) 载荷相关路径规划 (LPP) 中的参数；(b) 带有孔洞 MBB 梁优

化结果以及纤维路径；(c) 全局连续的纤维打印路径[118]

Fig. 22    (a) The parameters in load-dependent path planning (LPP);

(b) Optimization results of Messerschmitt–Bolkow–Blohm (MBB) beam

with a hole and corresponding fiber paths; (c) Global continuous fiber

printing path[118]
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图 23    含有孔洞的复合材料平板优化设计：(a) 设计域和载荷；(b) 优化

得到的纤维方向和纤维含量；(c) 根据材料汇编算法得到的纤维路径；

(d) 用于可视化的 3D 打印样件[119]

Fig. 23    Design optimization of a composite plate structure with a hole:

(a) Design domain and loads; (b) Optimized fiber direction and fiber

content; (c) Fiber path obtained by material compilation; (d) 3D printed

sample for visualization[119]
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3.3.3    全局连续性的纤维路径设计

CFRC 结构常见的失效形式之一是纤维和基体

的分层，因此纤维路径的连续性是非常重要的。

Huang 等 [121] 基于哈密顿路径发展了一种具有全局

连续性的纤维路径规划方法，如图 28 所示。哈密

顿路径是一种穿过图的所有顶点并且只穿过每个

顶点一次的路径，这避免了纤维路径的重叠。该

算法根据结构的宏观尺度特征将结构划分为多个

子结构，每个子结构作为哈密顿计算图中的顶点，

每个子结构中的纤维方向是一致的，统一的纤维

方向由子结构中每个离散单元的纤维方向加权平

均得到。然后计算哈密顿路径连接所有的子结构，

生成具有全局连续性的纤维打印路径。Wan 等 [122]

针对多分枝结构，发展了一种具有全局连续性的

打印策略。如图 29 所示，文中基于结构的中轴线，

通过形态学对结构模型进行参数化和分解。打印

路径由基于模板路径的超限映射生成，并自动连

接以导出具有全局连续性的打印路径。 
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图 25    纤维点的分布[120]

Fig. 25    Distribution of fiber points[120]
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Fig. 27    The number of fiber paths passing through the central cross

section A-A' divided in four sub-divisions[113]
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Fig. 28    Schematic for multiscale concurrent design[121]: (a) Concurrent

optimization result; (b) Fiber paths in sub-structures; (c) Fiber paths

connection; (d) Fiber printing path; (e) Printing process
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图 29    具有全局连续性的打印策略[122]

Fig. 29    Printing strategy with global continuity[122]
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4    总结和展望 

4. 1    总结

连续纤维增强复合材料 (CFRC) 因其优异的比

刚度、比强度、耐腐蚀等特点而被广泛应用于当

今高端装备领域中。近来，3D 打印技术的快速发

展为制造具有复杂纤维路径的 CFRC 结构提供了

新途径，其中连续纤维的打印路径对 CFRC 的力

学性能有着至关重要的影响，因此相关连续纤维

优化设计理论和方法正逐步引起国内外学者的关

注和重视。本文以连续纤维优化设计方法为主线，

对复合材料连续纤维优化设计方法进行了全面而

系统地综述和总结：

(1) 首先，从理论的角度讨论了 CFRC 的纤维

优化，即正交各向异性材料方向优化理论，包括

基于应力的方法、基于应变的方法和基于弹性矩

阵的方法。基于这些方法，以获取“主应力方向”

和“主应变方向”这两个非常重要的依据，为纤

维路径规划奠定基础；

(2) 然后，介绍了 CFRC 纤维角度优化数值算

法，包括离散纤维角度优化 DFOO 和连续纤维角

度优化 CFOO 两个方面。其中， DFOO 是以离散

材料优化 (DMO) 为基本思想而衍生出的一系列材

料弹性矩阵插值算法，如基于形状函数的材料参

数化 (SFP)、双值编码参数化 (BCP)、二分插值优

化 (BIO)、 正 态 分 布 纤 维 优 化 (NDFO)； 而 CFOO

包括 Shepard 插值、离散 -连续参数化 (DCP)、主

应力方向插值连续纤维角度  (PSO-CFAO)、全尺度

拓扑优化算法、神经网络优化算法等新型优化方法；

(3) 最后，由于连续纤维路径是衔接 CFRC 设

计和制造 (3D 打印 ) 之间的重要环节，本文回顾

了连续纤维路径设计方法，主要包括基于连续可

微函数、基于水平集函数  (LSF) 和基于应力矢量

场的三类连续纤维路径设计方法，并总结了这三

类方法的优缺点。 

4. 2    展  望

纤维优化设计对进一步提高 CFRC 结构的高

性能、轻量化等至关重要，现今研究虽然取得了

一系列的重要成果，但仍然存在一些不足之处和

艰巨挑战，主要包括以下几个方面。 

4.2.1    三维复合材料结构的连续纤维优化设计

目前针对  CFRC 的连续纤维路径优化设计仅

限于二维平面情况，然而在实际工程中，由于受

力状态的复杂性， CRFC 结构可能通常具有复杂

的三维曲面。在三维空间下，材料的本构矩阵会

更加复杂，这使得目标函数的非凸性进一步加强，

离散的纤维角度优化会愈发困难；另一方面，目

前的纤维路径优化方法 (如基于  LSF 的方法和基于

应力矢量的方法 ) 都无法处理三维空间下纤维路

径的规划问题，鲜有相关报道，因此亟待发展针

对三维复合材料结构的纤维角度优化和连续纤维

路径规划算法。 

4.2.2    连续纤维路径的全局连续性

保证纤维路径优化设计的全局连续性能够有

效 提 升 3D 打 印 复 合 材 料 结 构 的 力 学 性 能 。 3.4.3

节中提到了一些具有全局连续性的纤维路径设计

方法，但是这些设计方法仅适用于某些特定结构，

并且无法充分利用纤维方向的优化结果，因此发

展具有普适且有效的全局连续性纤维路径规划算

法具有重要意义。 

4.2.3    基于强度的连续纤维优化算法

目前大多数纤维优化问题的目标函数是结构

刚 度 ， 但 是 对 于 CFRC 而 言 ， 其 破 坏 方 式 多 样 ，

包括纤维断裂、纤维脱胶、纤维拔出、基体变形

和开裂、界面脱粘和分层裂纹等。因此，从强度

方面考虑 CFRC 的纤维优化问题可能具有更为重

要的工程意义。目前，针对复合材料的强度理论

较多，但是无论以哪种强度理论为基础来构建纤

维优化的目标函数，都需要在进行灵敏度分析时

求解应力关于纤维角度的梯度信息。然而，基于

有限元方法的应力场由弹性矩阵、几何矩阵和位

移向量的乘积求解，而弹性矩阵和位移向量都是

关于纤维角度的隐函数，致使计算应力关于纤维

角度的梯度非常复杂且耗时。因此，需要发展高

效准确的梯度评估技术，从而推动 CFRC 强度优

化算法的开发。
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