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摘    要 ：作为首次尝试，采用增量微分求积单元法 (IDQEM) 开展了功能梯度材料 (FGM) 夹层板的一维非线

性瞬态传热分析。夹层板组分材料的热工参数随空间位置变化，且具有温度依赖性。基于 IDQEM，沿层界

面将夹层板划分为 3 个空间子域，同时将整个受热过程划分为若干时间子域。采用微分求积技术对任一时间

子域内的控制方程、初始条件、界面条件及边界条件进行离散处理。由于所获得的离散方程建立在不同区域

的节点上，因此对方程进行修改并将其表示为矩阵形式，以便它们可以建立在同一区域中。采用 Kronecker

积将联立的矩阵方程转化为一系列代数方程组，并采用 Newton-Raphson 迭代法近似求解，即可获得单个时

间子域内的温度解。由于每个时间子域的初始条件可由上一个时间子域最终时刻的温度分布决定，因此从第

一个时间子域逐渐递推到最后一个子域，即可获得整个受热过程的温度分布。数值算例验证了本方法的快速

收敛性，与已有文献的解析和数值结果的对比验证了本方法的正确性。最后，讨论了热工参数温度依赖性、

体积分数指数及热边界条件对 FGM 夹层板温度分布的影响。
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Nonlinear transient heat transfer analysis of functionally graded material sandwich slabs

by incremental differential quadrature element method
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Abstract：As  a  first  attempt,  the  incremental  differential  quadrature  element  method  (IDQEM)  was  adopted  to

perform  the  one-dimensional  nonlinear  transient  heat  transfer  analysis  of  functionally  graded  material  (FGM)

sandwich  slabs.  The  thermophysical  properties  of  the  slab  were  considered  to  be  position- and  temperature-

dependent.  To  implement  the  IDQEM,  the  sandwich  slab  was  divided  into  three  spatial  sub-domains  along  the

layer  interfaces,  and  the  entire  heating  process  was  also  divided  into  several  temporal  sub-domains.  For  each

temporal sub-domain, the governing equations as well as the initial condition, interfacial condition, and boundary

condition were discretized by the differential quadrature technique. Because the obtained discrete equations were

built in different regions of grid points, a modification of the equations was proposed which were then expressed in 
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the  matrix  forms  so  that  they  can  be  built  in  the  same  regions.  Using  the  Kronecker  product,  the  simultaneous

matrix  equations  were  transformed  into  a  set  of  nonlinear  algebraic  equations,  which  were  then  solved  by  the

Newton-Raphson  iteration  method  to  obtain  the  temperature  profile  for  each  temporal  sub-domain.  Because  the

initial  condition  of  each  temporal  sub-domain  was  defined  by  the  temperature  results  at  the  end  of  the  previous

sub-domain, the temperature profile of the slab during the entire heating process can be obtained by repeating the

calculation procedure from the first temporal sub-domain to the last one. Numerical examples were carried out to

verify  the  fast  convergence  of  the  present  method.  The  correctness  of  the  present  method  was  verified  through

comparison  with  the  analytical  and  numerical  results  reported  in  previous  works.  The  effects  of  temperature-

dependent thermophysical properties, volume fraction index, and thermal boundary on the temperature profile of

the slab were discussed.

Keywords：  functionally graded material sandwich slab；temperature dependence；transient heat transfer；incre-

mental differential quadrature element method；Newton-Raphson iteration method

夹层结构因其轻质、热力学性能优异等特点，

近几十年来在飞行器、核反应堆、集成电路等领

域得到广泛应用。与蜂窝 [1]、泡沫 [2-3] 等夹层结构

相比，功能梯度材料 (FGM) 夹层结构通过使组分

材料在空间上连续分布，可消除相邻层界面的接

触热阻和应力失配，因此 FGM 夹层结构常被用于

高温工程领域。深入了解 FGM 夹层结构的传热过

程，对其设计和制造具有重要意义。

在 FGM 夹层结构的初步设计中，由于结构厚

度较其他两个方向的尺寸小得多，因此常常将传

热问题简化为沿厚度方向的一维问题[4]。Daikh 等[5]

给出了 Dirichlet 边界条件下 FGM 夹层板的一维稳

态热传导问题的解析解。Dini 等 [6] 考虑表面热对

流和内部热源的作用，研究了旋转 FGM 夹层圆盘

的径向稳态温度分布。由于高温会严重影响 FGM

的热工参数，因此传热分析需要考虑热工参数温

度依赖性的影响，这将导致传热问题变成非线性

问题。Shen 和 Li[7] 考虑组分材料热工参数的温度

依赖性，研究了 FGM 夹层板的非线性稳态热传导

问题。

以上工作仅研究了 FGM 夹层结构的稳态传热

问题。然而，稳态分析得到的结构内温度分布处

于平衡状态，这在整个加热过程中可能无法实现

或者维持。因此，稳态分析可能会高估结构内温

度分布，导致设计过于保守。为了能尽可能减少

结构自重，有必要对非线性瞬态传热过程进行准

确预测。Pandey 等 [8-9] 采用有限差分法 (FDM) 研

究了 Dirichlet 边界条件下 FGM 夹层板的一维非线

性瞬态热传导问题。结果表明，数值结果与文献

结果吻合良好。然而，Malekzadeh等 [10] 指出，传

统数值方法如 FDM[8-9] 和有限元法 [11]需要非常小

的时间步长，以确保结果的收敛性和准确性，但

这样会导致计算耗时。

微分求积法 (DQM) 是一种求解微分方程的数

值方法，该方法无需像有限元法那样推导弱形式

的控制方程，因此可以大幅减少高阶近似中的公

式化工作量[12]。相较于传统数值方法如 FDM，DQM

已被证明具有高精度和高计算效率的优势 [10]。在

已有工作中，学者主要采用 DQM 求解单域问题[13-15]。

然而，DQM 并不适用于求解由于荷载、材料和尺

寸等不连续造成的多域问题。为了求解这类多域

问题，Wang 等 [16] 和 Chen 等 [17] 基于传统的 DQM

提出了微分求积单元法 (DQEM)。基于 DQEM，

Malekzadeh 等 [18] 分析了 FGM 夹层壳的稳态传热

问题。Dai 等 [19] 通过在空间域上应用 DQEM 并在

时间域上应用 Newmark 法，给出了含 FGM 层的多

层热防护系统的瞬态温度分布。然而 Malekzadeh

等 [18] 和 Dai 等 [19] 仅仅考虑了热传导系数的温度依

赖性，却假定其他热工参数 (如密度和比热容) 为

常量。在高温环境中，这种假设可能会造成一定

的误差。

本 文 首 次 尝 试 采 用 增 量 微 分 求 积 单 元 法

(IDQEM) 分析时变热边界条件下 FGM 夹层板的一

维非线性瞬态传热问题。考虑了所有热工参数的

温度依赖性及时变热边界条件，以提高板内温度

场预测的准确性。为应用 IDQEM，将时间域和空

间域都划分为若干子域。采用微分求积技术对任

一时间子域内的控制方程、初始条件、界面条件

及边界条件进行离散处理，并基于矩阵原理对离

散方程进行修改，最后采用 Newton-Raphson 迭

代法近似求解，获得单个时间子域内的夹层板温

度解。采用递推的方式，即可获得整个受热过程

的温度分布。数值算例验证了本方法的快速收敛

和高精度优势，并讨论了一些关键参数对 FGM 夹
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层板温度分布的影响。
 

1    FGM 夹层板的传热模型
 

1. 1    FGM 夹层板的热工参数

图 1 为一块 FGM 夹层板，其底层、芯层和顶

层分别为金属单相材料、FGM 材料和陶瓷单相材

料。夹层板的总厚度为 H，各单层厚度为 Hs (s = 1、

2、3)。考虑组分材料热工参数的温度依赖性，通

常表述为 [20]

Pm(T ) = Pm
0 (Pm

−1T−1+1+Pm
1 T +Pm

2 T 2+Pm
3 T 3),

Pc(T ) = Pc
0(Pc
−1T−1+1+Pc

1T +Pc
2T 2+Pc

3T 3) (1)

Pm Pc

Pm
k Pc

k(k = −1、0、1、2、3)

P̄m
0 = Pm

0

P̄c
0 = Pc

0 P̄m
j = Pm

j Pm
0 P̄c

j = Pc
jP

c
0 ( j = −1、1、2、3)

其中： 和 分别代表金属和陶瓷的有效热工参

数； 和 分别为金属和陶

瓷热工参数的温度系数；T 为温度。令 ，

， ， ，

则式 (1) 可以改写为

Pm(T ) =
3∑

k=−1

P̄m
k T k,Pc(T ) =

3∑
k=−1

P̄c
kT k (2)

 
 

x(s)

O(s)

H
s

sth layer

H1

O

x

H

Metal

FGM

Ceramic

H2

H3

(a) FGM sandwich slab

(b) An arbitrary layer

x−Global coordinate for the sandwich slab; x(s) (s = 1, 2, 3)−Local

coordinate for the sth layer; H−Total thickness of the sandwich slab;

Hs−Thickness of the sth layer

图 1    功能梯度材料 (FGM) 夹层板示意图

Fig. 1    Schematic view of the functionally graded material (FGM)

sandwich slab
 

对于夹层板的任意第 s (s = 1、2、3) 层，可基

于局部坐标 x(s)(图 1(b))，采用 Voigt 混合幂率模型

来表征其有效热工参数 P(s)，即

P(s)(x(s),T ) = Pm(T )+ [Pc(T )−Pm(T )]V (s)(x(s)) (3)

其中，V(s) 为第 s 层陶瓷材料的体积分数。对于不

同层，V(s) 的取值分别为

V (1)(x(1)) = 0, 0 ⩽ x(1) ⩽ H1;

V (2)(x(2)) =
(
x(2)/H2

)η
,0 ⩽ x(2) ⩽ H2;

V (3)(x(3)) = 1,0 ⩽ x(3) ⩽ H3 (4)

其中，η为 FGM 层的体积分数指数。 

1. 2    FGM 夹层板的传热方程

x(s)

本文 FGM 夹层板的传热分析基于以下两个假

设：(1) 上下表面的热边界条件不沿板面方向变化；

(2) 板厚相对于长度和宽度方向尺寸足够小。因此，

板的传热问题可以简化为沿厚度方向的一维问题。

基于局部坐标 ，第 s 层的热传导方程为 [8][
λ(s)(x(s),T )T (s)

,x (t, x(s))
]
,x
=

ρ(s)(x(s),T )c(s)(x(s),T )Ṫ (s)(t, x(s)) (5)

其中：变量顶部的点表示对时间的偏导；下标中

的逗号表示对其后位置坐标的偏导； t 为时间；

T(s)、λ(s)、ρ(s)、c(s) 分别为第 s 层的温度、热传导系

数、密度、比热容。

T (s)
0假设初始时刻板内温度 任意分布，即

T (s)(0, x(s)) = T (s)
0 (x(s)) (6)

由相邻层的温度和热通量连续条件，得

T (s)(t,Hs) = T (s+1)(t,0), s = 1,2 (7)

T (s)
,x (t,Hs) = T (s+1)

,x (t,0), s = 1,2 (8)

假设夹层板底面受自然对流作用，而上表面

受气动加热和热辐射共同作用，则边界条件为

−λ(1)(0,T )T (1)
,x (t,0) = hbot

[
T (1)(t,0)−Tbot(t)

]
(9)

λ(3)(H3,T )T (3)
,x (t,H3) =

qtop(t)−σε
{[

T (3)(t,H3)
]4−T 4

top(t)
}

(10)

其中：Tbot 为下部时变环境温度；hbot 为下表面对

流换热系数；Ttop 为上部时变环境温度；qtop 为上

表面气动加热生成的时变热流；σ为 Stephan-

Boltzmann 常数；ε为辐射率。需要说明的是，本

方法还可将其他类型的热边界条件考虑在内，简

单起见这里不再赘述。 

2    增量微分求积单元法
式 (5)~(10) 形成了 FGM 夹层板的瞬态传热定

解问题。由于材料热工参数具有温度依赖性，同

时辐射条件式 (10) 中含有温度的 4 次方项，因此

该问题属于非线性问题，可采用 IDQEM 求解。

为应用该方法，首先将整个加热过程划分为 p (p ≥ 1)

个时间子域，其中第 r (r = 1、2、 ···、p) 个子域的

· 6286 · 复合材料学报



∆tr

Mr

Ns

M =
∑p

r=1
Mr N =

∑3

s=1
Ns

时长 由时变热边界条件确定；同时沿层界面将

夹层板划分为 3 个空间子域，如图 2 所示。将第

r 个时间子域和第 s 个空间子域分别离散为 和

个节点，则时间域和空间域上的总节点数分别

为 和 个。节点分布规则

依据 Gauss-Lobatto-Chebyshev 点 [21]：

t(r)
i =

∆tr
2

[
1− cos

(i−1)π
Mr −1

]
, i = 1,2,…,Mr;

x(s)
j =

Hs

2

[
1− cos

( j−1)π
Ns−1

]
, j = 1,2,…,Ns (11)
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图 2    第 r 个时间子域下的节点分布

Fig. 2    Grid point distribution in the rth temporal sub-domain

 

(t(r)
i , x

(s)
j )则节点 处的温度导数可以离散为 [21]

∂kt

∂(t(r))kt

∂kx

∂(x(s))kx
T (r,s)

i, j =

Mr∑
m=1

Ns∑
n=1

A(kt ,r)
i,m B(kx,s)

j,n T (r,s)
m,n (12)

T (r,s)
i, j = T (t(r)

i , x
(s)
j ) A(kt ,r)

i,m

B(kx,s)
j,n

其中： ； 为待求温度在节点

处对 t 的 kt 阶偏导权系数； 为待求温度在节

点处对 x 的 kx 阶偏导权系数。

将式 (12) 代入式 (5)，则第 r(r = 1、2、 ···、p)

个时间子域的控制方程离散形式为

λ̃(r,s)
i, j

 Ns∑
n=1

B(1,s)
j,n T (r,s)

i,n


2

+ λ̂(r,s)
i, j

Ns∑
n=1

B(1,s)
j,n T (r,s)

i,n +

λ(r,s)
i, j

Ns∑
n=1

B(2,s)
j,n T (r,s)

i,n = ρ
(r,s)
i, j c(r,s)

i, j

Mr∑
m=1

A(1,r)
i,m T (r,s)

m, j ,

i = 2,3,…,Mr; j = 2,3,…,Ns−1; s = 1,2,3 (13)

λ(r,s)
i, j ρ(r,s)

i, j c(r,s)
i, j

(t(r)
i , x

(s)
j ) λ̃(r,s)

i, j
λ̂(r,s)

i, j λ(r,s)

λ(r,s)
i, j ρ(r,s)

i, j c(r,s)
i, j

λ̃(r,s)
i, j

λ̂(r,s)
i, j

其中： 、 、 为相应热工参数在节点

处的值； 和 分别为 在节点处

对 T 和 x 的偏导。由式 (3)， 、 、 、

、 可以分别表示为

P(r,s)
i, j =

 3∑
k=−1

(
P̄c

k − P̄m
k

) (
T (r,s)

i, j

)kV (s)(x(s)
j )+

3∑
k=−1

P̄m
k

(
T (r,s)

i, j

)k
, P = λ, ρ, c,

λ̃(r,s)
i, j =

 3∑
k=−1

k
(
λ̄ck − λ̄

m
k

) (
T (s)

i, j

)k−1
V (s)(x(s)

j )+

3∑
k=−1

kλ̄mk
(
T (s)

i, j

)k−1
,

λ̂(r,s)
i, j =

 3∑
k=−1

k
(
λ̄ck − λ̄

m
k

) (
T (s)

i, j

)k−1
 V̂ (s)(x(s)

j ) (14)

V̂ (s)(x(s)
j ) V (s) x = x(s)

j

V (s) V̂ (s)(x(s)
j )

其中， 是 在节点 处对 x 的导数。

根据 的表达式 (4)，可得 为

V̂ (1)(x(1)
j ) = 0, V̂ (2)(x(2)

j ) =
η

H2

 x(2)
j

H2


η−1

,

V̂ (3)(x(3)
j ) = 0 (15)

类似地，可将第 r(r = 1、2、 ···、p) 个时间子

域的初始条件式 (6)、界面条件式 (7) 和 (8) 及边界

条件式 (9) 和 (10) 离散为

式(6)：T (r,s)
1, j = T (r,s)

0 (x(s)
j ), j = 1,2,…,Ns; s = 1,2,3 (16)

式(7)：T (r,s)
i,Ns
= T (r,s+1)

i,1 , i = 2,3,…,Mr; s = 1,2 (17)

式(8)：
Ns∑

n=1

B(1,s)
Ns,n

T (r,s)
i,n =

Ns+1∑
n=1

B(1,s+1)
1,n T (r,s+1)

i,n ,

i = 2,3,…,Mr; s = 1,2 (18)

式(9)：−λ(r,1)
i,1

N1∑
n=1

B(1,1)
1,n T (r,1)

i,n = hbot
[
T (r,1)

i,1 −T (r)
bot(t

(r)
i )
]
,

i = 2,3,…,Mr (19)
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式(10)：λ(r,3)
i,N3

N3∑
n=1

B(1,3)
N3,n

T (r,3)
i,n = q(r)

top(t(r)
i )−

σε
{(

T (r,3)
i,N3

)4− [T (r)
top(t(r)

i )
]4}
, i = 2,3,…,Mr

(20)

由图 2 可知，离散式 (13) 和式 (16)~(20) 建立

在对应时间和空间子域的不同节点上 (如式 (13)

中的待求节点温度位于圆点，而式 (16) 中的待求

节点温度位于方点)，因此直接求解这些离散式比

较困难。基于矩阵理论，提出一种修正方法以使

每个离散式都能建立在对应时间和空间子域的全

部节点上。修正后的离散式 (13) 和式 (16)~(20) 可

以写成如下矩阵方程的形式：

式(13)：λ̃(r,s)
d ◦

(
I(r)

2:Mr ,:
T(r,s) B̄(1,s)

:,2:Ns−1

)◦2
+

λ̂(r,s)
d ◦

(
I(r)

2:Mr ,:
T(r,s)B̄(1,s)

:,2:Ns−1

)
+

λ(r,s)
d ◦

(
I(r)

2:Mr ,:
T(r,s)B̄(2,s)

:,2:Ns−1

)
−ρ(r,s)

d ◦ c(r,s)
d ◦(

A(1,r)
2:Mr ,:

T(r,s) Ĩ(s)
:,2:Ns−1

)
= 0(r,s)

2:Mr ,2:Ns−1,

s = 1,2,3 (21)

式(16)：I(r)
1,:T

(r,s) Ĩ(s) = T(ini,r,s), s = 1,2,3 (22)

式(17)：I(r)
2:Mr ,:

T(r,s) Ĩ(s)
:,Ns
= I(r)

2:Mr ,:
T(r,s+1) Ĩ(s+1)

:,1 , s = 1,2

(23)

式(18)：I(r)
2:Mr ,:

T(r,s)B̄(1,s)
:,Ns
= I(r)

2:Mr ,:
T(r,s+1)B̄(1,s+1)

:,1 ,

s = 1,2 (24)

式(19)：−λ(r,1)
bot ◦

(
I(r)

2:Mr ,:
T(r,1) B̄(1,1)

:,1

)
=

hbot
(
I(r)

2:Mr ,:
T(r,1) Ĩ(1)

:,1 −T(bot,r)
2:Mr

)
, (25)

式(20)：λ(r,3)
top ◦

(
I(r)

2:Mr ,:
T(r,3)B̄(1,3)

:,N3

)
=

q(top,r)
2:Mr

−σε
[(

I(r)
2:Mr ,:

T(r,3) Ĩ(3)
:,N3

)◦4− (T(top,r)
2:Mr

)◦4]
(26)

T(r,s) T (r,s)
i, j Mr ×Ns

T(ini,r,s) T (r,s)
0 (x(s)

j ) Ns×1

T(bot,r) T(top,r) q(top,r)

T (r)
bot(t

(r)
i ) T (r)

top(t(r)
i )

q(r)
top(t(r)

i ) Mr ×1 0(r,s) Mr ×Ns

I(r) Ĩ(s) Mr Ns A(1,r)

B(kx,s) kx = 1, 2 A(1,r)
i, j B(kx,s)

i, j

Mr Ns B̄(kx,s) B(kx,s)

其中： 为待求温度 形成的 矩阵；

为 初 始 温 度 形 成 的 向 量 ；

、 、 分 别 为 下 部 环 境 温 度

、 上 部 环 境 温 度 、 上 部 热 流

形成的 向量； 为 零矩阵；

和 分别为 阶和 阶单位矩阵； 和

( ) 分别为权系数 和 形成的

阶和 阶矩阵； 为 的转置矩阵；其

他表征热工参数的矩阵表达式见附录；矩阵或向

I(r)
2:Mr ,:

Mr

I(r)

(Mr −1)×Mr ◦

量的下标表示索引范围，如 表示提取 阶

矩 阵 的 第 二 行 到 最 后 一 行 元 素 所 形 成 的

矩 阵 ； 运 算 符 表 示 Hadamard 积 ，

其定义为

(X ◦Y)i, j = Xi, jYi, j,
(
X◦k
)
i, j
=
(
Xi, j
)k

(27)

其中，X 和 Y 为同型矩阵。

⊗
为求解联立矩阵方程式 (21)~(26)，可采用

Kronecker 积 [22] 将其转化为如下代数方程：

式(21)：vec(λ̃(r,s)
d )◦

[
B(1,s)

2:Ns−1,:⊗ I(r)
2:Mr ,:

vec(T(r,s))
]◦2
+

vec(λ̂(r,s)
d )◦

[
B(1,s)

2:Ns−1,:⊗ I(r)
2:Mr ,:

vec(T(r,s))
]
+

vec(λ(r,s)
d )◦

[
B(2,s)

2:Ns−1,:⊗ I(r)
2:Mr ,:

vec(T(r,s))
]
−

vec(ρ(r,s)
d )◦vec(c(r,s)

d )◦
[
Ĩ(s)

2:Ns−1,:⊗ A(1,r)
2:Mr ,:

vec(T(r,s))
]
= vec(0(r,s)

2:Mr ,2:Ns−1),

s = 1,2,3
(28)

式(22)：Ĩ(s)⊗ I(r)
1,:vec(T(r,s)) = vec(T(ini,r,s)),

s = 1,2,3 (29)

式(23)：Ĩ(s)
Ns,:
⊗ I(r)

2:Mr ,:
vec(T(r,s)) =

Ĩ(s+1)
1,: ⊗ I(r)

2:Mr ,:
vec(T(r,s+1)), s = 1,2 (30)

式(24)：B(1,s)
Ns,:
⊗ I(r)

2:Mr ,:
vec(T(r,s)) =

B(1,s+1)
1,: ⊗ I(r)

2:Mr ,:
vec(T(r,s+1)), s = 1,2 (31)

式(25)：−vec(λ(r,1)
bot )◦

[
B(1,1)

1,: ⊗ I(r)
2:Mr ,:

vec(T(r,1))
]
=

hbot
[
Ĩ(1)

1,: ⊗ I(r)
2:Mr ,:

vec(T(r,1))−T(bot,r)
2:Mr

]
(32)

式(26)：vec(λ(r,3)
top )◦

[
B(1,3)

N3,:
⊗ I(r)

2:Mr ,:
vec(T(r,3))

]
=

q(top,r)
2:Mr

−σε
{[

Ĩ(3)
N3,:
⊗ I(r)

2:Mr ,:
vec(T(r,3))

]◦4−(
T(top,r)

2:Mr

)◦4}
(33)

其中，vec(∙) 为向量化算子；热工参数矩阵的向

量化表达式见附录。

由式 (28)~(33) 可得如下非线性代数方程组：[
E(r)
L +E(r)

NL(T(r)
sum)
]
T(r)
sum = f (r) (34)

f (r)

E(r)
L E(r)

NL

其中：向量 包含了初始条件、界面条件及边界

条件； 为线性刚度矩阵； 为非线性刚度矩

阵，由如下待求温度向量决定：
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T(r)
sum =

{
vec(T(r,1)) vec(T(r,2)) vec(T(r,3))

}T
(35)

采用 Newton-Raphson 迭代法求解式 (34)，即

可得第 r 个时间子域内 FGM 夹层板的温度分布，

该时间子域最终时刻的温度分布可作为下一个子

域的初始温度条件。从第一个时间子域递推到最

后一个子域，即可得到整个受热过程的温度分布。

本文仅分析了 FGM 夹层板的一维非线性瞬态

传热问题，但本方法仍可用于二、三维问题的计

算。以二维问题为例，仅需在板长方向上布置节

点，则二维瞬态传热控制方程仍然可以被离散处

理，最后得到的非线性代数方程组也可以采用

Newton-Raphson 迭代法进行求解。这些内容将在

后续工作中开展。 

3    收敛性与比较
考虑两种类型的金属-陶瓷复合 FGM 夹层板，

第 一 类 为 不 锈 钢 和 氮 化 硅 复 合 (记 为 SUS304/

Si3N4)，第二类为钛合金和氧化锆复合 (记为 Ti-

6Al-4V/ZrO2)。表 1 给出了组分材料热工参数的温

度系数 [23-26]。如无特别说明，假设初始时刻夹层

板处于均匀的温度场 T0 = 300 K。
 
 

表 1    组分材料热工参数的温度系数[23-26]

Table 1    Temperature coefficients of thermophysical properties for the component materials[23-26]

 

Material Property P0 P−1 P1 P2 P3

SUS304

λ/(W∙(m∙K)−1) 15.379 0 −1.264 × 10−3 2.092×10−6 −7.223×10−10

c/(J∙(kg∙K)−1) 496.56 0 −1.151×10−3 1.636×10−6 −5.863×10−10

ρ/(kg∙m−3) 8 166.0 0 0 0 0

Si3N4

λ/(W∙(m∙K)−1) 13.723 0 −1.032× 10−3 5.466 × 10−7 −7.876×10−11

c/(J∙(kg∙K)−1) 555.11 0 1.016×10−3 2.920×10−7 −1.670×10−10

ρ/(kg∙m−3) 2 370.0 0 0 0 0

Ti-6Al-4V

λ/(W∙(m∙K)−1) 1.0000 0 1.704×10−2 0 0
c/(J∙(kg∙K)−1) 625.30 0 −4.224×10−4 7.179×10−7 0
ρ/(kg∙m−3) 4 420.0 0 0 0 0

ZrO2

λ/(W∙(m∙K)−1) 1.7000 0 1.276×10−4 6.648×10−8 0
c/(J∙(kg∙K)−1) 487.34 0 3.049×10−4 −6.037×10−8 0
ρ/(kg∙m−3) 5 700.0 0 0 0 0

Notes: λ, c, ρ−Thermal  conductivity,  specific  heat,  and  density,  respectively; Pk (k = −1,  0,  1,  2,  3)−Temperature  coefficients;  SUS304,
Si3N4, Ti-6Al-4V, and ZrO2 denote stainless steel, silicon nitride, titanium alloy, and zirconia, respectively.

 
 

3. 1    收敛性

由于本文基于 IDQEM，因此需要研究数值结

果的收敛性。考虑一块体积分数指数为 η = 0.2、

总厚度为 H = 1 mm 的 1-2-1 型 SUS304/Si3N4 夹层

板，其中 1-2-1 表示底层、芯层、顶层的厚度之

比，即芯层厚度为底层和顶层厚度的 2 倍。在后

续算例中，仍然沿用这种格式表示各层厚度之比。

夹层板上表面受热冲击作用，其上下表面温度分

别为 Tc = 400 K 和 Tm = 300 K。为应用 IDQEM，假

定底层、芯层、顶层对应的空间子域的节点数分

别为 N1 = 0.25N、N2 = 0.5N、N3 = 0.25N。由于热边

界条件不随时间变化，因此无需进行时间域的划

分 (即 p = 1)。表 2 给出了 SUS304/Si3N4 夹层板温

度解的收敛结果及计算效率。可以看出，随着节
 

表 2    体积分数指数 η = 0.2 时 SUS304/Si3N4 夹层板 x = 0.75H 处的温度结果 (单位：K)

Table 2    Temperature results at x = 0.75H for the SUS304/Si3N4 sandwich slab with volume fraction index η = 0.2 (Unit: K)
 

Time Temporal grid point number
Spatial grid point number

N = 12 N = 20 N = 28 N = 36

t = 0.01 s

M = 4 342.16 (0.0312 s) 342.96 (0.0625 s) 342.98 (0.0938 s) 342.99 (0.1154 s)

M = 12 342.16 (0.1406 s) 343.01 (0.1719 s) 343.00 (0.2193 s) 343.01 (0.4688 s)

M = 20 342.16 (0.1875 s) 343.01 (0.3281 s) 343.01 (0.5806 s) 343.01 (1.0312 s)

M = 28 342.16 (0.2031 s) 343.01 (0.5156 s) 343.01 (1.1562 s) 343.01 (2.1094 s)

t = 0.03 s

M = 4 362.95 (0.0469 s) 362.80 (0.0712 s) 362.81 (0.1024 s) 362.80 (0.1193 s)
M = 12 362.87 (0.1562 s) 362.69 (0.1736 s) 362.68 (0.2056 s) 362.68 (0.5021 s)

M = 20 362.87 (0.1719 s) 362.70 (0.3598 s) 362.69 (0.6006 s) 362.69 (1.0156 s)
M = 28 362.87 (0.2031 s) 362.70 (0.5469 s) 362.69 (1.0625 s) 362.69 (2.2188 s)

Notes: M and N−Total numbers of grid points in the temporal and spatial domains, respectively; The content in parentheses represents the
central processing unit (CPU) time.
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点数 M 和 N 的增加，数值结果快速收敛，但计算

效率随之降低。当 M × N = 20 × 28 时，以 5 位有效

数字表示的结果已不再变化，且此时计算效率也

较高。此外，当仅采用 12 × 20 个节点时，精度已

经令人满意。因此在后续算例中，如无特别说明，

节点数取为 20 × 28。 

3. 2    比  较

Pandey 和 Pradyumna[8-9] 采用 FDM 开展了上

述 SUS304/Si3N4 夹层板的非线性瞬态传热分析，

其结果可用来验证本文 IDQEM 解的正确性。图 3

给出了 η = 0.2 和 2 两种情况下 1-2-1 型夹层板 x =

0.5H 处温度解的对比结果。图 4 给出考虑材料热

工参数温度依赖性 (TD) 与不考虑温度依赖性 (TI)

两种状态下 1-8-1 型夹层板 (η = 2)x = 0.5H 处温度

解的对比结果，其中 TI 状态下的热工参数取 T =

0 K 时的值。可以看出， IDQEM 的预测结果与

FDM 结果具有很好的一致性。
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图 3    η = 0.2 和 2 两种情况下 SUS304/Si3N4 夹层板 x = 0.5H 处温度变化

Fig. 3    Temperature variations at x = 0.5H for the SUS304/Si3N4

sandwich slab with η = 0.2 and 2
 

若将夹层板芯层材料由 FGM 换成均质材料，

并忽略各组分材料热工参数的温度依赖性，则本

文关于 FGM 夹层板的非线性问题将退化为普通夹

层板的线性问题。对于此类问题，可采用一些解

析方法求解，其结果可用于验证本文 IDQEM 解

的正确性。Zhang 等 [27] 采用 Laplace 变换法研究

了对流条件下夹层板的瞬态温度解析解，其中材

料热工参数、尺寸和热边界条件为 λ(1) = λ(3) =

54.33 W∙(m∙K)−1， λ(2) =  1.33 W∙(m∙K)−1， c(1) = c(3) =

440 J∙(kg∙K)−1， c(2) =  900 J∙(kg∙K)−1， ρ(1) = ρ(3) =

7 850 kg∙m−3，ρ(2) = 2 300 kg∙m−3，H1 = H3 = 20 mm，

H2 = 160 mm，hbot = htop = 100 W∙m−2∙K−1，T0 = Tbot =

293 K， Ttop =  573 K。图 5 给出温度分布对比结

果。可以看出，本文数值解与解析解具有很好的

一致性。
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Fig. 5    Temperature profiles at different time for the
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Malekzadeh 等 [18] 和 Dai 等 [19] 采用 DQEM 分析

了含 FGM 层构件的传热问题，但都仅考虑了热传

导系数的温度依赖性，而假定其他热工参数为常

量。为分析这种假定对数值结果精度和计算效率
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的影响，采用本方法讨论两种情况下的结果：(1)

仅考虑热传导系数的温度依赖性，其他热工参数

取 T0 = 300 K 时的值 (Case 1)；(2) 考虑全部热工参

数的温度依赖性 (Case 2)。仍以 3.1 节的夹层板为

例，表 3 给出了两种情况下数值结果与 CPU 计算

时间的对比。可以看出， Case 1 的结果总是比

Case 2 的大，最大误差达到 1.76%，但两种情况下

计算效率并无显著差异。
 
 

表 3    两种情况下数值结果和 CPU 计算时间的对比

Table 3    Comparison of numerical results and CPU time in the two cases
 

Position Time/s Case 1/K Case 2/K Error CPU time of Case 1/s CPU time of Case 2/s

x = 0.25H
0.01 302.43 301.40 0.34% 0.6094 0.6310

0.03 314.28 312.23 0.66% 0.5938 0.5781

x = 0.75H
0.01 349.05 343.01 1.76% 0.6094 0.6310

0.03 365.93 362.69 0.89% 0.5938 0.5781

Notes: In Case 1, only the thermal conductivity is considered to be TD; In Case 2, all the thermophysical properties are considered to be
TD.

 
 

4    FGM 夹层板传热的参数分析
 

4. 1    材料温度依赖性对 FGM 夹层板传热的影响

考虑上述 SUS304/Si3N4 夹层板受 3 种不同上

表面温度 Tc = 400 K、500 K、600 K 作用，而下表

面温度保持为 Tm = 300 K。为研究材料热工参数温

度依赖性对瞬态传热的影响，图 6 给出了 t =

0.01 s 和 0.02 s 两种时刻下的温度分布。作为对比，

同时绘制了 TD 和 TI 两种状态下结果，其中 TI 状

态下的热工参数取 T0 = 300 K 时的值。可以看出，

随着 Tc 的上升，TD 和 TI 两种状态下的温度分布

差异越来越大，这是由于两种状态下材料热工参

数的差异随温度的上升而增大。同时可以发现，

同一时刻同一表面温度作用下，TI 状态下的内部

温度总是比 TD 状态下的高。为解释这种现象，

图 7 绘制了 Tc = 600 K 时夹层板的热扩散率 α(α =

λ/ρc) 的时空分布。可以发现，对于陶瓷层和

FGM 层，TI 状态下的 α比 TD 下的大得多，导致

TI 状态具有更快的传热速度，进而具有更高的内

部温度。因此在 SUS304/Si3N4 夹层板的设计中，

忽略材料热工参数的温度依赖性将高估板内温度

分布，从而导致设计过于保守。

为进一步说明 TD 和 TI 两种状态下的温度差

异，图 8 给出了 t = 0.01 s、0.02 s、0.03 s 这 3 种时

刻下 x = 0.5H 处的温度 T 与上表面温度 Tc 上的关

系。可以看出，TI 状态下 T 随着 Tc 的上升线性增

大，而 TD 状态下 T 随着 Tc 的上升非线性增大。

当 Tc 达到 600 K 时，3 种时刻下的温度差异分别

达 到 了 12.00%、 12.21%、 10.41%。 因 此 在 预 测

FGM 夹层板的温度分布时，需要考虑材料热工参

数的温度依赖性，特别是在高温工况下。在接下
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Fig. 6    Temperature profiles of the SUS304/Si3N4 sandwich slab under different top surface temperatures Tc

张     忠 ,等：  基于增量微分求积单元法的功能梯度材料夹层板非线性瞬态传热分析 · 6291 ·



来的算例中，仅考虑 TD 状态下的温度结果。 

4. 2    体积分数指数对 FGM 夹层板传热的影响

考虑一块总厚度为 H = 120 mm 的 1-2-1 型 Ti-

6Al-4V/ZrO2 夹层板。板的下表面受自然对流作用，

上表面受气动加热和热辐射共同作用，其中 hbot =

2 W∙m−2∙K−1，Tbot = 300 K，qtop = 80 kW∙m−2，Ttop =

4 K，σ = 5.67 × 10−8 W∙m−2∙K−4，ε = 0.8。图 9 给出 3

种不同体积分数指数 η = 0.2、1、5 情况下夹层板

下表面 (x = 0) 和上表面 (x = H) 的温度变化。可以

看出，当 t ≤ 250 s 时，温度几乎不受 η影响；随

着加热时间的增长，η的影响越发显著。这是由

于在早期阶段，传热主要发生在陶瓷层，因此传

热不受 η影响；随着时间的增长，整个夹层板都

被加热，因此 η对温度分布的影响越发显著。当

t = 2 000 s 时，随着 η从 0.2 增加到 5，下表面温度

从 350 K 增加到 414 K，而上表面温度从1 036 K 减

少到 1 021 K。为解释这种现象，图 10 绘制了不同

体积分数指数 η时夹层板的热扩散率 α的时空分

布。可以发现，随着 η的增加，FGM 层中陶瓷含

量将会增加，导致 FGM 层整体具有更高的热扩散

率，进而加快热传导。因此，体积分数指数对

FGM 夹层板的瞬态传热有着重要影响。 

4. 3    热边界条件对 FGM 夹层板传热的影响

考虑上述 1-2-1 型 Ti-6Al-4V/ZrO2 夹层板 (η =

2) 受时变热流作用 [28]，其余热边界条件与 4.2 节

相同。图 11 给出了时变热流曲线，该曲线可用三

次函数 qtop = a3t
3 + a2t

2 + a1t + a0 分段拟合，表 4 给

出了分段区间及拟合系数。可以看出，整个加热

过程可以划分为 4 个时间子域，取各子域节点数

为 M1 = 5、M2 = 4、M3 = 11、M4 = 8。

图 12 对比了时变热流 (图 11) 和恒定热流 qtop =

80 kW∙m−2 作用下夹层板的温度时空分布。可以看

出，靠近上部陶瓷层等温线更密集，表示温度梯

度更大。图 12(a) 表明，当夹层板受恒定热流作

用时，温度随着 t 和 x 的增加单调上升。然而从

图 12(b) 可以看出，由于外界热流先增后减，因

此等温线在约 1 430 s 后出现“U”型转折。此外，

恒定热流情况下，整个加热过程中上下表面的最
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Fig. 7    Thermal diffusivity α contour of the SUS304/Si3N4 sandwich slab under the surface temperature Tc = 600 K

 

350 400 450 500 550 600300

330

360

390

420

450

t=0.02 s

t=0.03 s

T
/K

Tc/K

 TD

 TI

t=0.01 s

图 8    SUS304/Si3N4 夹层板 x = 0.5H 处的温度与 Tc 的关系

Fig. 8    Temperature at x = 0.5H versus Tc for the

SUS304/Si3N4 sandwich slab

· 6292 · 复合材料学报



大温度分别约为 1 025 K 和 436 K；在时变热流情

况下，整个加热过程中上下表面的最大温度分别

约为 1 149 K 和 425 K。上下表面的巨大温差表明

了 FGM 夹层板的优异隔热效果。
 

5    结 论

(1) 增量微分求积单元法具有快速收敛性，与
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Fig. 11    Heat flux on the top surface of the Ti-6Al-4V/ZrO2 sandwich slab

 

表 4    时变热流的多项式拟合

Table 4    Polynomial fits for the time-dependent heat flux
 

Time/s a0 a1 a2/10−3 a3/10−6

0-431.1 0 0.003196 1.021 −1.383

431.1-660.2 −228.7 1.595 −2.670 1.471

660.2-1 561 253.4 −0.5961 −0.6477 −0.2043

1 561-2 200 −1 257 2.307 −1.212 0.1929

Note: ak (k = 0, 1, 2, 3)−Fitting coefficients.
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已有文献的解析和数值结果的对比验证了本方法

的正确性。

(2) 对于 SUS304/Si3N4 夹层板，不考虑材料热

工参数温度依赖性状态较考虑温度依赖性状态具

有更快的热传导，且两种状态下的温度差异随着

表面温度的上升而增加。当上表面温度为 600 K

时，时间 t = 0.01 s、0.02 s、0.03 s 的中部温度差异

分别达到了 12.00%、12.21%、10.41%。因此，材

料热工参数的温度依赖性是准确预测板内温度分

布的关键因素，尤其是在高温分析中。忽略材料

热工参数的温度依赖性将高估板内温度分布，从

而导致设计过于保守。

(3) 在早期阶段，功能梯度材料 (FGM) 芯层的

体积分数指数 η对夹层板的温度分布几乎无影响，

但随着加热时间的增长，η对温度分布的影响越

发显著。当 t =2 000 s 时，随着 η从 0.2 增加到 5，

下表面温度从 350 K 增加到 414 K，而上表面温度从

1 036 K 减少到 1 021 K。

(4) 当 FGM 夹层板受恒定热流作用时，其内

部温度随着时间和位置的变化单调变化。然而当

热流随时间先增后减时，等温线出现“U”型转折。
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 附录：
式 (21)、(25) 和 (26) 中，表征热工参数的矩阵的表达式为
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:,2:Ns−1

)◦k
+V(s)

2:Mr ,2:Ns−1 ◦
 3∑
k=−1

(
P̄c

k − P̄m
k

) (
I(r)

2:Mr ,:
T(r,s) Ĩ(s)

:,2:Ns−1

)◦k , P = λ, ρ, c,

λ̃(r,s)
d =

3∑
k=−1

kλ̄mk
(
I(r)

2:Mr ,:
T(r,s) Ĩ(s)
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:,2:Ns−1

)◦k◦ V̂(s)
2:Mr ,2:Ns−1,

λ(r,1)
bot =

3∑
k=−1

λ̄mk

(
I(r)

2:Mr ,:
T(r,1) Ĩ(1)
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式 (28)、(32) 和 (33) 中，热工参数矩阵的向量化表达式为
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