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硬磁软材料的磁致变形数值研究

彭帆1, 刘易函2, 马维力* 1 

( 1. 长安大学　理学院，西安 710064；2. 长安大学　材料科学与工程学院，710064 )

摘    要 ：光滑有限元基于光滑应变技术，在进行数值积分时避免使用等参变换，在模拟软材料大变形问题具

有一定的优势。建立了基于光滑应变技术的硬磁软材料大变形模拟的数值格式，给出了数值格式中所需要的

应力张量和本构张量。采用该数值格式研究了不同长高比下的硬磁软材料梁在外部磁场激励下的弯曲特性，

得到的磁载荷-位移曲线和试验结果进行了对比；模拟了含有不同残余磁场方向分布的硬磁软材料结构在外

磁场作用下的形态演化过程，计算的最终变形形态与试验结果进行比较。计算结果表明：采用该数值格式得

到的结果与试验结果吻合较好；在不受约束的前提下，硬磁软材料内部残余磁场方向突变处变形较大。研究

结果可为由硬磁软材料组成的软体机器人和智能柔性结构的力学分析与变形调控设计提供参考。
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Numerical research on magnetostrictive deformation of hard magnetic soft materials
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Abstract：Smoothed finite element method is based on strain-smoothed technology, it avoids using the isoparamet-

ric  transformations  during  numerical  integration,  and  has  certain  advantages  in  simulating  large  deformation

problems  of  soft  materials.  A  numerical  format  for  simulating  large  deformation  of  hard  magnetic  soft  materials

based  on  strain-smoothed  technology  has  been  established,  and  the  necessary  stress  tensors  and  constitutive

tensors have been provided. The bending characteristics of hard magnetic soft material beams with different aspect

ratios under external magnetic field were studied, and the magnetic load displacement curves obtained were com-

pared with experimental results,  evolution process of  the morphological  of  hard magnetic soft  material  structures

with different directions of residual magnetic field under the action of an external magnetic field was simulated, and

the  calculated  final  deformation  morphology  was  compared  with  experimental  results.  The  numerical  results

indicate  that  the  results  obtained  by  using  this  numerical  format  are  in  good  agreement  with  the  experimental

results. There is significant deformation at the sudden change in the direction of the residual magnetic field inside

hard magnetic soft materials. The research results can provide reference for the mechanical analysis and deforma-

tion control design of soft robots and intelligent flexible structures composed of hard magnetic soft materials.

Keywords：  hard magnetic soft materials；strain-smoothed technology；magnetically induced deformation；finite

element analysis；magnetic active polymer

硬磁软材料是磁活性聚合物的一种，由填充

磁性颗粒的聚合物组成。在外磁通量的作用下，

硬磁软材料中的磁性颗粒内部会产生力偶，从而

驱动其发生大变形 [1]。由于硬磁软材料具有可编 
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程性强、远程驱动和快速响应等优点 [2-4]，在软体

机器人 [5-7]、生物医学工程 [8] 和柔性电子领域 [9] 具

有广泛的应用前景。由于硬磁软材料在现代工程

应用中的重要性，预测其变形有助于工程师对相

应领域的装置和设备进行优化和有效地设计。除

此之外，硬磁软材料的变形同时具有力磁耦合和

几何非线性的特点，开发合适的理论模型和数值

方法具有重要的学术价值。对此，国内外相关学

者对此开展了一系列研究。

Xia 等 [10] 提出了一个基于计算微观力学的多

物理耦合模型来揭示磁流变弹性体的整体磁超弹

特性。Yang 等 [11] 开发了一个 3D 杆模型来预测细

长硬磁弹性体的空间变形 (拉伸、弯曲和扭曲 )，

采用共旋转公式描述刚体运动，并采用显式时间

积分对其进行非线性求解。Liu 等 [12-13] 提出了一种

基于径向基点插值法的三维无网格模型来定量预

测硬磁软材料的大变形行为及硬磁软梁在三维非

均匀磁化情况下的空间大变形响应。Chen 等 [14]

开发了一个新的三维硬磁软材料梁的大变形模型，

考虑了 3 个欧拉角以及拉伸、弯曲和扭曲变形之

间的耦合。李茂源等 [4] 提出了一种基于铁木辛柯

剪切变形理论的新型可伸长变曲率硬磁软梁模型，

揭示了剪切变形在深梁大变形弯曲中的重要性。

Dadgar-Rad 等 [1] 提出了硬磁软材料的微极框架，

避免了应力本构方程对外载荷产生的依赖。Zhao

等  [15] 提出了理想硬磁软材料本构模型的理论框架，

将外磁场的作用并入本构中。Wang 等 [16] 提出了

一种硬磁弹性的非线性理论，预测了在外部磁场

作用下由磁性体扭矩和力引起的大挠度。Nara-

yanan 等 [17] 提出了一种基于细观力学的具有热力

学一致性的粘弹-磁超弹性耦合模型，采用基于统

计力学的方法对弹性体基体的力学行为进行建模，

并考虑了硬磁填充物的塑性。

上述工作大多基于有限元和无网格方法对力

磁耦合的大变形行为进行模拟。传统有限元在模

拟大变形问题时对网格畸变较为敏感；无网格方

法可以有效对抗网格畸变，但是边界条件施加较

为麻烦，并且计算效率比有限元低 [18]。对此，Liu

等 [19-21] 将光滑应变技术应用到有限元中，提出了

一系列光滑有限元方法，该方法将有限元中的体

(面) 积分转化成面 (线) 积分，使数值积分不用进

行等参变换，一定程度上弥补了传统有限元的不

足。光滑扩展有限元法 (CS-FEM) 是众多光滑有限

元法中的一种，它不需要跨单元进行光滑域的划

分，因此它除了具备光滑有限元的诸多优点外，

数值实现上更为便捷，并且刚度矩阵的带宽更小，

拥有较高的计算效率。CS-FEM 在非均匀材料界

面裂纹模拟 [22-23]、压电材料的裂纹扩展 [24] 以及功

能梯度力电磁耦合结构的动力学响应 [25-26] 等方面

得到了广泛的应用。

本文将  CS-FEM 和硬磁软材料的磁超弹本构

模型相结合，推导了超弹性本构张量，给出了求

解受外部磁场驱动的硬磁软材料非线性变形的数

值格式，模拟了硬磁软材料在不同外磁场作用下

的变形形态，模拟结果与试验结果进行了比较，

验证了数值格式的有效性。该数值格式充分发挥

CS-FEM 对网格畸变具有免疫性、计算效率高和

数值实现简便的优点，对位移场进行隐式求解，

无需考虑显式计算中的稳定性问题。此外，本文

的模拟结果可为硬磁软材料应用于智能复合结构

中的优化设计和功能实现提供数值参考。 

1    基本理论和方法 

1. 1    硬磁软材料的本构模型

根据 Zhao 等 [15] 提出的硬磁软材料的连续介

质理论，磁场变量作为外界激励处理，不当成额

外自由度。硬磁软材料的 Helmholtz 自由能密度

W 由力场和磁场两部分组成，如下式所示：

W =Welastic (F)− F : Bext⊗ B̃r

µ0
(1)

Welastic F
Bext B̃r

µ0 ⊗

式中： 为弹性自由能； 为变形梯度张量；

和 分别表示外磁通量密度和残余磁通量密

度； 为真空磁导率；“ :”和“ ”分别表示张

量的缩并和并矢。弹性自由能选用 Neo-Hookean

模型，其表达式为

Welastic (F) =
1
2
λ(ln J)2−µ ln J+

µ

2

[
tr
(
FT ·F

)
−3
]

(2)

λ µ J F式中： 和 为拉梅常数； 为 的行列式；“ tr()”

表示取第一不变量。由式 (1)、 (2) 可以得到第一

Piola-Kirchhoff 应力张量 P 的表达式：

P = ∂
W
∂F
= (λ ln J−µ) F−T+µF− Bext⊗ B̃r

µ0
(3)

式中，右边前两项表示弹性变形的贡献，第三项

则表示外磁通量和残余磁通量的贡献。为了建

立硬磁软材料的数值格式，需进一步给出四阶的

非对称本构张量 A 的表达式，其分量 Aijkl 可以表

示为
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Ai jkl =
∂Pi j

∂Fkl

= (λ ln J−µ) F−1
li F−1

jk +λF
−1
ji F−1

lk +µδikδ jl

(4)

δik δ jl式中：下标“ijkl”表示张量分量； 和 为克罗

内尔符号。在非线性数值求解中，将弹性本构张

量 A 和应力张量 P 分别转化成矩阵和向量进行处理。 

1. 2    CS-FEM 的光滑应变技术

∇̃u(xc)

在三维 CS-FEM 中，八节点六面体单元被划

分成 8 个六面体光滑域，如图 1 所示。位移梯度

(应变) 在各个光滑域中是均匀分布，各个光滑域

中的位移梯度 的定义为

∇̃u(xc) =

r
Ωc
∇u(xc)dΩr
Ωc
dΩ

=
1
Vc

w
Ωc
∇u(xc)dΩ (5)

xc Ωc

Vc ∇̃u(xc)

其中： 表示各个光滑域中心的坐标； 表示光

滑域； 表示光滑域的体积； 表示各光滑

域中心处的位移梯度。应用散度定理可以将上式

的体积分转化成面积分，有

∇̃u(xc) =
1
Vc

w
Γc

u⊗ ndA (6)

Γc

unodei

其中： 表示光滑域的外表面；n 表示表面的单

位外法向量。根据式 (6)，通过对每个光滑域的外

表面求积分可以得到每个光滑域的应变。光滑域

中心的位移场可由该光滑域支撑点位移场 通

过形函数插值 Ni 得到，进而将式 (6) 表示成：

∇̃u (xc) =
1
Vc

w
Γc

nnode∑
i=1

Niunodei

⊗ ndA (7)

 
 

Hexahedral elementSurface boundary of

smooth domain

Smooth domain

Midpoint of the
edge boundary

Gauss point for
area integration

Cell1

Cell1

图 1    三维光滑扩展有限元法 (CS-FEM) 光滑域的划分

Fig. 1    Partition of smoothed domains in 3D cell-based smoothed finite

element method (CS-FEM)
 

F根据变形梯度的定义， 可以表示成：

F = I+∇u (8)

∇u I
F F̄

式中： 表示位移梯度； 为单位矩阵。为了便

于数值实现，将 转化成矢量形式 ，结合式 (7)、

(8) 将其各个光滑域中心的变形梯度分量离散成如

下形式：

F̄(xC) = B (xC) ·unode (9)

其中，B 矩阵可以表示成：

B (xc) =



ns∑
j=1

Ni(x j)ncjxS c
j 0 0

0
ns∑
j=1

Ni(x j)ncjxS c
j 0

0 0
ns∑
j=1

Ni(x j)ncjxS c
j

ns∑
j=1

Ni(x j)ncjyS c
j 0 0

0
ns∑
j=1

Ni(x j)ncjyS c
j 0

0 0
ns∑
j=1

Ni(x j)ncjyS c
j

ns∑
j=1

Ni(x j)ncjzS
c
j 0 0

0
ns∑
j=1

Ni(x j)ncjzS
c
j 0

0 0
ns∑
j=1

Ni(x j)ncjzS
c
j


(10)

Ni(x j)

ncjx ncjy
ncjz S c

j

式中：ns 为光滑域积分面的数目； 表示第 j

个积分面的高斯点对节点 i 的形函数； 、 、

分别表示第 j 个积分面的外法线的分量； 表

示第 j 个积分面的面积。在这里，选取各积分面

的中心为高斯点。 

1. 3    CS-FEM 数值求解格式

有限变形下，硬磁软材料变形场的平衡方程

表示为 (不考虑惯性效应)w
Ω
∇ · P+ bdV = 0 (11)

Ω dV

∇·
式中：  表示硬磁软材料所处的空间区域，  表

示空间积分微元；“ ”表示散度算符；b 为外

体力。基于虚功原理，可以得到控制方程的弱形

式，如下所示：w
Ω

(∇ · P) ·δu+ b ·δudV =
w
Ω

P : δ∇u+ b ·δudV = 0

(12)

δu式中， 表示位移的虚增量。结合式 (8)、 (9)、

(10)，将式 (12) 进行离散化，可得每个光滑域内的w
Ω

B(xc)T · P̄+ bdV = 0 (13)

求解平衡方程等价于求解式 (13) 中的方程，

由于平衡方程是非线性的，故需要对式 (13) 左侧
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进行线性化，以便于构造刚度矩阵：

B(xc)T ·∆P̄ = B(xc)T ·
∂P̄
∂F̄
·∆F (14)

∆ ∂P̄/ ∂F̄

Kelement Relement

式中：“ ()”表示增量算符； 项可由式

(4) 中的四阶张量转化得到。结合式 (9)、 (13)、

(14) 可以得到求解方程 (11) 所需要的刚度矩阵

和残差矢量 ，其表达式分别为

Kelement =

nsd∑
i=1

BT
i · A ·BiVi, A = ∂

P̄
∂F̄

Relement =

nsd∑
i=1

BT
i · P̄Vi

(15)

Bi

Vi

其中：nsd 表示单元内光滑域的数目； 表示第 i

个光滑域的 B 矩阵； 表示第 i 个光滑域的体积。

式 (15) 中的数值积分相比传统的有限元方法不需

要进行等参变换，使该数值格式对网格质量的要

求较低，并且对网格畸变具有一定的免疫性，从

而在模拟大变形问题具有优势。

Kelement Relement

Kglobal

Rglobal

由于 CS-FEM 单元刚度矩阵的支撑节点和

FEM 相同，故而其单元刚度矩阵的组装方式和总

体刚度矩阵的带宽和 FEM 的一致。将式 (15) 中的

单元刚度矩阵 和单元残差矢量 进行

组装可以得到总体刚度矩阵 和残差矢量

，然后采用牛顿法对位移场进行迭代计算：

uk+1 = uk −
[
Kglobal

k

]−1
Rglobal (16)

式中，下标 k 表示迭代步。 

2    数值算例
本文基于上述的数值格式，编写了相应的 Cell-

based 光滑有限元程序。为了验证所建立的数值

求解格式的有效性，本节采用该程序对几个经典

数值算例中的磁致大变形进行了模拟，并与试验

结果进行了比较。此外，为了体现 CS-FEM 相比 FEM

对畸变网格具有的免疫性，采用畸变网格模拟了

硬磁软材料梁的挠曲变形，并比较了两种算法的

网格收敛性。本章节选用的材料本构为式 (2) 给

出的 Neo-Hookean 模型。 

2. 1    硬磁软材料梁的挠曲变形

Bext

B̃r

本节研究不同长高比的硬磁软材料梁在磁场

作用下的挠曲变形。外界磁通量 、残余磁通

量 的方向以及梁的几何尺寸如图 2 所示。本文

选用两种长高比 (AR) 的梁：L=11 mm、H=1.1 mm

(AR=10) 和 L=17 mm、H=0.84 mm  (AR=20)，梁横

截面的宽度恒为 5 mm。梁的左端固定，其拉梅常

λ µ B̃r

Bext
数 和 分别为 7.3 MPa 和 0.303 MPa。 的大小恒

为 143 mT， 的大小从 0 逐渐增大。
 
 

L

H

x
3

x
2

x
1

5
 m

m

Br

B
ext

~

Bext B̃r−External magnetic field; −Residual magnetic field;
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图 2    硬磁软材料梁的几何尺寸、外磁场和残余磁场方向

Fig. 2    Geometric size, direction of external magnetic field, and residual

magnetic field of hard magnetic soft material beams
 

Zhao 等 [15] 基于经典的伯努利梁理论，给出了

受磁场作用硬磁软材料梁挠曲位移在小变形下的

解析解。对于 AR=20 的梁，将其划分成不同数量

的网格，分别采用 CS-FEM 和 FEM 对其位移场进

行求解，并且与解析解比较。图 3 展示了两种算

法的数值解随网格数目的增加趋近解析解。比较

发现，在相同的网格数目下，CS-FEM 数值解的

精确性更高。这是由于 CS-FEM 计算得到的刚度

矩阵比 FEM 小，数值结果更加精确 [16, 23]。
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Numerical results of CS-FEM
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图 3    Cell-based 光滑有限元和有限元的网格收敛性分析

Fig. 3    Grid convergence analysis of CS-FEM and FEM
 

对 AR=20 的梁进行网格划分，如图 4(a) 所示。

图中含有多个畸变单元，基于该网格采用 FEM 进

行计算，雅可比矩阵会发现奇异，最终导致数值

发散。现采用 CS-FEM 进行计算，整体数值求解

过程不受畸变网格影响，各个阶段的变形云图如

图 4(b)~4(d) 所示。由此证实 CS-FEM 相比 FEM 在

对抗网格畸变上具有一定的优势。
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图 4    硬磁软材料梁的畸变网格模型和变形云图

Fig. 4    Mesh model and deformation of hard magnetic soft material beam
 

103×
∣∣∣Bext
∣∣∣ ∣∣∣B̃r
∣∣∣/µµ0

根据数值实验，当网格单元的长厚比小于

3 时，可以有效避免剪切自锁。本节采用较为精

细的网格对硬磁软材料梁进行离散化建模。图 5

给出了两种长高比的硬磁软材料梁在外部磁通量

为 50 mT 时的变形云图。可以发现，硬磁软材料

梁在外磁场的激励下发生沿 x3 轴正方向的挠曲变

形，并且 AR 较大的梁将发生更大的挠曲变形。

图 6 展示了梁端的挠跨比随无量纲磁场载荷

变化的曲线以及 Zhao 等 [15] 给出

的试验结果，本文的计算格式得到的数值结果与

试验结果较为接近，具有较高的可信度。
 
 

图 5    硬磁软材料梁在外部磁通量为 50 mT 的挠曲变形

Fig. 5    Bending deformation of a hard magnetic soft material beam

with an external magnetic flux of 50 mT
  

2. 2    交叉式结构的变形

本节模拟两种交叉式结构硬磁软材料在磁场

作用下的变形。两种交叉式结构分别由 15 和 9 个

6 mm×6 mm 方格组成，其几何尺寸和内部残余磁

通量方向如图 7 所示。本文选用 I 字形和十字形

两种交叉式结构， I 形结构中 A、B、C、D 四点

(图 7(a)) 和十字形结构中 A、B 两点 (图 7(b)) 垂直

于 x1-x2 平面的位移被约束。两种结构的材料属性
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图 6    两种硬磁软材料梁的磁载荷-位移曲线

Fig. 6    Magnetic loading-displacement curves of two kinds of hard

magnetic soft material beams
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图 7    交叉结构的几何尺寸、残余磁通量方向

Fig. 7    Geometric size and direction of residual magnetic flux of

the cross structure
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λ µ

B̃r Bext
相同，拉梅常数 和 分别为 3.25 MPa 和 0.135 MPa。

的大小恒为 94 mT， 的大小从 0 逐渐增大，

方向为 x1-x2 平面的外法线方向。

图 8、图 9 分别给出了不同外部磁载荷作用下

的两种交叉式结果的变形云图以及对应的试验结

果 [27]。在图 8 中，受外磁场的激励和结构边界位

移的约束， I 字形结构的翼缘和腹板处均发生了

挠曲变形，变形程度随外磁场增加而增大，最终

变成图 8(c) 所示的拱门形状。在图 9 中，由于该

结构仅有 A、B 两处的节点位移受约束，自由的

两端在磁场作用发生弯曲变形，最终呈现图 9(c)

所示的双 U 形状。从图 8、图 9 可以看出，两种

结构的数值结果均较好地重现了试验结果中硬磁

软材料的变形行为。此外，综合两种结果的残余

磁场方向和变形特征可以发现，残余磁场方向突

变处的挠曲变形最显著。
 
 

0.020

0.015

0.010

0.005

0

(a) Bext=3 mT (b) Bext=15 mT (c) Bext=35 mT (d) Experimental result[27]

图 8    I 形结构在不同外磁通量下的变形响应和最终试验结果[27]

Fig. 8    Deformation response of I-shaped structure under different external magnetic fluxes and final experimental result[27]
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图 9    十字形结构在不同外磁通量下的变形响应和最终试验结果[27]

Fig. 9    Deformation response of cross shaped structure under different external magnetic fluxes and final experimental result[27]

 
 

2. 3    空心硬磁软材料结构的挠曲变形

λ µ B̃r

Bext

本节模拟空心硬磁软材料结构在磁场作用下

的挠曲变形。该结构由 24 个梯形块组成，其空间

分布、单个梯形块的几何尺寸以及残余磁通量的

方向如图 10 所示，其厚度为 0.41 mm。该结构中

A-H 八点垂直于 x1-x2 平面的位移被约束。材料的

拉梅常数 和 分别为 7.3 MPa 和 0.303 MPa。 的

大小恒为 102 mT， 的大小从 0 逐渐增大，方

向与 x1-x2 平面的外法线方向相反。

图 11 给出了该结构在外部磁载荷作用下的位

移云图以及对应的试验结果 [28]。受约束条件和残

余磁场方向分布的影响，残余磁场反向处的位移

几乎为 0，而残余磁场方向交汇的拐角处位移最
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图 10    空心结构的几何尺寸、残余磁通量方向

Fig. 10    Geometric size and direction of residual magnetic flux of the

hollow structure
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大，整体结构呈现波浪状的变形特征。模拟得到

的变形云图与试验结果 [28] 较好地吻合。 

3    结 论
(1) 基于光滑应变技术的光滑扩展有限元法

(CS-FEM) 数值格式对网格畸变具有一定的免疫性，

求解精度较高，可以有效地模拟硬磁软材料梁在

外磁场作用下的大变形，可以较为准确地捕捉其

磁载荷-弹性响应。

(2) 建立的数值格式可以模拟具有不同残余磁

通量分布的硬磁软材料结构在外磁场作用下的变

形，计算得到的变形形态和试验结果吻合较好。

(3) 在不受约束的前提下，硬磁软材料内部残

余磁场方向突变处变形最为明显。
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