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基于广义混合有限元的压电复合材料层合板
的数值分析

王聿航, 卿光辉*  

( 中国民航大学　航空工程学院，天津 300300 )

摘    要 ：将纯弹性体的广义混合有限元法引入到压电材料的静力学分析中。由于采用了 8 节点六面体非协调

实体单元对整体结构进行离散求解，摒弃了板壳理论中的诸多人为假设。非协调项的加入使该方法比同类协

调元显示出更好的数值性能。本文方法将应力边界条件和位移边界条件同时考虑，并且求解过程中将层间应

力和平面内应力分开处理，按每层的本构关系求解平面内应力，这样求得的层间应力和平面内应力都更加接

近精确解。通过几个有代表性的层合板的数值算例说明了本文方法的精度，相较于传统的解析法和数值法，

本文方法在适用性和有效性方面都具有优势。
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Analysis of piezoelectric composite laminates based on generalized mixed finite element

WANG Yuhang , QING Guanghui*

(College of Aeronautical Engineering, Civil Aviation University of China, Tianjin 300300, China)

Abstract： Generalized  mixed  finite  element  method  of  pure  elastomer  was  introduced  into  the  static  analysis  of

piezoelectric materials.  Because the 8-node hexahedral noncompatible solid element was used to solve the whole

structure discretely,  many artificial  assumptions in the theory of  plate and shell  were abandoned. The addition of

noncompatible terms makes this method exhibit  better numerical performance than the same kind of compatible

elements. In this method, the stress boundary conditions and displacement boundary conditions were considered

simultaneously, and the interlaminar stress and in-plane stress were treated separately in the solution process, and

the in-plane stress was calculated according to the constitutive relation of each layer, so that the obtained interlam-

inar stress and in-plane stress are closer to the exact solution. The accuracy of the proposed method was illustrated

by several representative numerical examples of laminates. Compared with the traditional analytical and numeric-

al methods, the theoretical method presented in this paper has advantages in applicability and effectiveness.

Keywords：  piezoelectric composite；laminated plates；generalized mixed finite element；noncompatible；coup-

ling of mechanics and electricity
 

近年来，以智能复合材料层合板为代表的自

适应结构具有极大的应用潜力。智能复合材料层

合板是在传统复合材料层合板中引入智能材料，

使结构集承载和作动/传感功能于一体。分析压电

复合材料层合板损伤失效的关键是建立其机电耦

合模型。学者们在这方面进行了大量的理论研究。

计算机技术的发展推动了以有限元为代表的数值

技术的发展。很多学者使用有限元方法分析了这

些层合板的动力响应，他们的注意力集中在位移

控制和振动抑制上。相比之下，对压电层合板的

应力和强度分析只做了有限的工作。压电层合板

通常具有相对较低的横向刚度，并且容易分层。 
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此外机电耦合效应可能会使层间应力显著增加进

而导致分层，使压电系统失效。从 20 世纪 70 年

代起，人们提出了许多关于分析此类结构的有限

元模型。本文在文献 [1] 的基础上，将纯弹性体的

广义混合有限元法，引入到压电材料的静力学分

析中。Benjeddou[2] 对压电有限元的发展进行了综

述，包括基本方程、实体单元模型、壳单元模型、

板 单 元 模 型 和 梁 单 元 模 型 等 内 容 。 Reddy[3]

针对压电复合材料层合板提出了基于经典薄板理

论和三阶剪切变形理论的理论方程和有限元列式。

Detwiler 等 [4] 通过假设电势沿板厚为线性分布，

且在单元内保持为常量，将四边形 4 节点 Mindlin

板元用来分析压电复合材料层合板。Sheikh 等 [5]

提出了一个采用混合理论的四边形 9 节点单元，

结构变形采用一阶剪切变形理论，而电势沿厚度

的分布采用叠层理论。Carrera 等 [6-7] 进行了有限

元和高级有限元的混合分析，分析了压电叠层板

和夹层板的静、动态特性。Vidal 等 [8] 通过引入经

典的四边形八节点有限元来描述面内的未知数，

采用变量分离法来模拟压电层合板的静态响应。

Plagianakos 等 [9] 开发了一种专注于压电板中层分

层的单元。该单元显示出总体良好的性能，但在

预测层合板外表面的层间应力方面略有误差。

Korayem 等 [10] 利用改进的耦合应力理论建立了一

个半解析模型，以研究压电叠层微悬臂板的静态

和自由振动特性。Kpeky 等 [11] 提出了两种用于压

电分析的混合固体壳单元，结果表明这些单元的

精度和收敛速度均优于 ABAQUS 单元。 Moleiro

等 [12] 提供了使用最小二乘公式的两种分层混合模

型：模型 A 和模型 B，对压电复合材料层合板进

行了静力分析，其预测能力效果明显。Zenkour

等 [13] 提出了一种分析压电材料功能梯度板变形和

应力的方法，位移分量采用四参数剪切变形板理

论。Ramegowda 等 [14] 开发了一种新的耦合算法，

利用壳单元和固体单元分别模拟结构场和电场，

分析压电双晶片执行器和传感器中的机电耦合。

Li 等 [15] 基于 Reddy 的分层位移理论，用三维层向

理论表示位移场和电势，然后用哈密顿原理和变

分法建立了有限元模型。Kapuria 等 [16] 基于位移

的三阶锯齿形近似理论和电势沿厚度分段二次变

化的假设，提出了一个多场有限元模型。该模型

采用了具有四个物理节点和一个电节点的小平面

壳单元，用于精确分析装有压电片致动器和传感

器的智能复合材料和夹层壳体。状态空间法等三

ϕ维解析理论没有对场变量 (位移 u、电势 、应力

σ) 在厚度上的变化做特别的假设，解析求解了压

电材料的运动方程、电荷平衡方程、本构方程、

应变-位移关系和电场-电势关系，所有位置均满

足边界条件和层间界面连续条件。然而，解析精

确解仅能在少数特定的几何和边界条件下得到，

不过这种精确解可以用来验证各种数值方法的正

确性。基于位移的有限元单元很难模拟复合材料

系统，由于它们不能考虑顶面和底面上的表面力

零值条件以及层间应力的连续性要求。而传统的

混合元系数矩阵主对角线上存在零元素，容易出

现数值震荡。国内有团队几年前就在做通过修正

后的 H-R 混合变分原理，利用 Mathematica 软件

编程进行复合材料结构的数值计算。诸如 Qing 等[1]

将最小势能原理与 Hellinger-Reissner(H-R) 混合变

分原理结合起来导出了广义 H-R 混合变分原理并

将其成功应用于纯弹性材料，该混合法不使用任

何稳定单元技术。刘艳红等 [17] 将弹性材料的广义

H-R 变分原理扩展为热弹性材料的广义 H-R 变分

原理，并加之以修正，建立了含参数的非协调辛

元。赵直钦 [18] 运用经过修正的广义 H-R 变分原理

建立的非协调辛元对压电、压磁材料进行了研究。

他们的工作为本文的工作奠定了一定的基础。

在层合压电结构中存在着结构场与电场的耦

合关系，其控制方程中包含机械量和电学量，同

时复合材料基体和压电材料的各向异性及材料层

交错铺设所造成的结构不均匀性和不连续性，导

致对压电复合材料混合层合板的建模具有难度。

本文所发展的理论对压电层合复合材料中力学量

的非均匀性和电势的非均匀性能进行有效的模拟，

同时也能避免传统混合元的数值震荡问题，对层

间应力和平面内应力具有良好的计算效果。 

1    机电耦合的变分原理 

1. 1    基本方程

压电介质中，耦合力场和电场的线性本构方

程为

σ = Cε− eE

D = eTε+κE (1)

σ=[σx,σy,σz,σyz,σxz,σxy]T D=
[Dx,Dy,Dz]T ε=

[
εx,εy,εz,εyz,εxz,εxy

]T

E=[Ex,Ey,Ez]T C
e

κ

式中： 为应力分量；

为电位移分量；

为应变分量； 为电场强度分量； 为

压电弹性体的刚度系数矩阵； 是压电常数矩阵；

是介电常数矩阵。
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正交各向异性材料的刚度系数矩阵、压电常

数矩阵、介电常数矩阵如下：

C =



c11 c12 c13 0 0 0
c12 c22 c23 0 0 0
c13 c23 c33 0 0 0
0 0 0 c44 0 0
0 0 0 0 c55 0
0 0 0 0 0 c66


(2)

e =
 0 0 0

0 0 0
e31 e32 e33

0 e15 0
e24 0 0
0 0 0

 (3)

κ =

 ε11 0 0
0 ε22 0
0 0 ε33

 (4)

几何方程为

εx=
∂u
∂x

εyz=
∂v
∂z
+
∂w
∂y

εy=
∂v
∂y

εzx=
∂u
∂z
+
∂w
∂x

εz=
∂w
∂z

εxy=
∂u
∂y
+
∂v
∂x

(5)

电场强度和电势的关系为

Ex = −
∂ϕ

∂x
Ey = −

∂ϕ

∂y

Ez = −
∂ϕ

∂z

(6)

ϕ式中， 为电势。

考虑极化方向为 z 轴的压电复合材料层合板，

即极化方向为沿板厚方向，通过对式 (1) 进行行

列变换，将压电复合材料层合板的层间应力和平

面内应力分开来写：{ po
pi

}
=

[ ℵ11 ℵ12
ℵ21 ℵ22

] { εo
εi

}
(7)

式中：

po =
[σxz,σyz,σz,Dz]T

;

pi =
[σx,σy,σxy,Dx,Dy]T

;

εo =
[εxz,εyz,εz,−Ez]T

;

εi =
[εx,εy,εxy,−Ex,−Ey]T

;

u=
[
u,v,w,ϕ

]T

σ̄=[σx,σy,σz,σyz,σxz,σxy,Dx,Dy,Dz]T
将电势类比为广义位移 ，将电流

类比为广义应力 。
 

1. 2    有限元控制方程

在弹性理论中，有一类应用比较广泛的含二

类变量的混合变分原理−H-R 混合变分原理，现

在将其改进形成广义混合变分原理，并将其应用

于压电复合材料层合板中。

不考虑体积力的 H-R 变分原理泛函为

ΠHR=
w

e

[
−1

2
σ̄TSσ̄+ σ̄T∇u

]
dV −

w
sσ

T̄TudS (8)

V sσ

T̄=
[
T x,T y,T z

]T
式中： 和 分别为系统的体积和外载作用的表

面积； 为外载。

广义混合变分原理泛函形式为

ΠGHR =ΠHR+

α
w

e

[
1
2
σ̄TSσ̄+

1
2

(∇u)TC̃∇u− σ̄T∇u
]
dV (9)

∇ 9×4 C̃ 9×9式中： 为 的微分操作算子矩阵； 为 的

材料刚度矩阵；S 为其柔度矩阵。

α 0 ⩽ α ⩽ 1 α = 0

α = 1

α = 1/2

参数 的取值范围为 。当 时，式

(9) 就变成了 H-R 混合变分原理， 时，式 (9)

就变成了最小势能原理。当 时，式 (9) 就转

化为最简单的广义混合变分原理。

对式 (8) 进一步化简可得：

ΠGHR =
1
2

(α−1)
w

e
σ̄TSσ̄dV+ (1−α)

w
e
σ̄T∇udV+

α

2

w
e
(∇u)TC̃∇udV−

w
sσ

T̄TudS (10)

运用 8 节点六面体非协调单元对压电复合材

料层合板进行网格划分。非协调模式加在单元内

部，增加了位移自由度的个数，从而有利于消除

在弯曲载荷作用下单元体产生的剪切自锁现象。

对二、三维等参协调元引入非协调函数，能明显

地改善单元的数值性能。

将非协调元的位移写成以下形式：
u = uq+uλ (11)

uq uλ式中： 是协调项； 是非协调项。

对于 8 节点实体单元而言，位移的协调部分

和应力可以分别用相同的形函数插值表示：

uq = Nuqe (12)

σ̄ = Nσpe (13)

非协调项可以写为

uλ = Nλλe (14)

由于 8 节点六面体单元的协调项形函数是统

一的，这里只给出非协调项的形函数。选取单元

内部 3 个节点构造非协调项，非协调项 [19] 的形函

数为

Nλ =


N∗λ 0 0 0
0 N∗λ 0 0
0 0 N∗λ 0
0 0 0 0

 (15)

王聿航 ,等：  基于广义混合有限元的压电复合材料层合板的数值分析 · 2989 ·



N∗λ =
([
ξ2 η2 ζ2 ]− [ ξ η ζ ]

(
P∗

)−1 P
)

(16)

P∗ =
w

e
J−1dV =

w 1

−1

w 1

−1

w 1

−1
J−1 |J |dξdηdζ (17)

P = 2
w 1

−1

w 1

−1

w 1

−1
J−1

 ξ 0 0
0 η 0
0 0 ζ

 |J |dξdηdζ (18)

J式中， 为 Jacobi 矩阵。

uq

在有限元模型中，几何边界条件常用协调位

移插值函数 来限制，应力边界条件上的已知载

荷将移植到节点载荷上。

将式 (11)~(14) 代入式 (10) 中得到：

ΠGHR (pe, qe,λe) =
n∑

i=1

[
1
2

(α−1) pT
e K(i)

ss pe+

(1−α) pT
e K(i)

sd qe+ (1−α) pT
e K(i)

sl qe+

α

2
qT

e K(i)
ddqe+

α

2
qT

e K(i)
dl λe+

α

2
λT

e K(i)
ld qe+

α

2
λT

e K(i)
ll λe− f (i)

q qe

]
(19)

式中：

K(i)
ss =

w
e
NσTC̃NσdV;

K(i)
sd =

w
e
NσT∇NudV;

K(i)
sl =

w
e
NσT∇NrdV;

K(i)
dl =

w
e
(∇Nu)TC̃∇NrdV;

K(i)
dd =

w
e
(∇Nu)TC̃∇NudV;

K(i)
ll =

w
e
(∇Nr)

TC̃∇NrdV;

f (i)
q =

w
e
Nu

TT̄dS;∑
pe qe λe表示对所有单元的叠加。将 、 、 看成独

立变量，用式 (19) 分别对其进行变分后再组装各

矩阵，得到如下列式：

(α−1)Kss p+ (1−α)Ksdq+ (1−α)Kslλ = 0 (20a)

(1−α)KT
sd p+αKddq+αKdlλ = fq (20b)

(1−α)KT
sl p+αKldq+αKllλ = 0 (20c)

由式 (20c) 可得：

λ =
α−1
α

K−1
ll KT

sl p−K−1
ll Kldq (21)

α

再将式 (21) 回代到式 (20a)、式 (20b) 中，得

到如下矩阵形式的含参数 的混合能方程：

[
(α−1)Λss (1−α)Λsd
(1−α)ΛT

sd αΛdd

] { p
q

}
=

{ 0
fq

}
(22)

式中：

Λss = Kss+
1−α
α

KslK−1
ll KT

sl;

Λsd = Ksd−KslK−1
ll Kld;

Λdd = Kdd−KdlK−1
ll Kld

实际工程中的叠层结构材料 (如压电复合材

料 ) 具有层间应力连续，而平面内应力不连续的

特点。高的层间应力是复合材料特有的破坏机制

之一的基础。为了更准确地分析其应力状态，分

开求解层间应力和平面内应力。

将式 (22) 分开来写：

(α−1)Λss p+ (1−α)Λsdq = 0 (23a)

(1−α)ΛT
sd p+αΛddq = fq (23b)

由式 (23a) 得：[
(α−1) A11 (α−1) A12
(α−1) A21 (α−1) A22

] { popi

}
+{

(1−α)Λsdo
(1−α)Λsdi

}
q = 0 (24)

由式 (24) 得：

(α−1) A11 po+ (α−1) A12 pi+ (1−α)Λsdoq = 0 (25)

(α−1) A21 po+ (α−1) A22 pi+ (1−α)Λsdiq = 0 (26)

A12式 (25) 中 不可逆，故由式 (26) 可得：

pi = −A−1
22 A21 po+ A−1

22Λsdiq (27)

q
po

式 (27) 即为平面内应力的表达式，由位移和

层间应力表示。在求解过程中，首先利用整体模

型的位移边界条件和层间应力边界条件 (电学量

类比为了机械量，因此电学边界条件包含在其

中) 求解出未知的位移和层间应力。然后将位移

和层间应力 的结果作为已知量，再对每层的式 (27)

施加平面内应力边界条件，求出平面内应力。

由式 (23b) 可得：

(1−α)ΛT
sdo po+ (1−α)ΛT

sdi pi+αΛddq = fq (28)

将式 (27) 代到式 (25)、式 (28) 中，可得：[
(α−1) Iss (1−α) Isd

(1−α) IT
sd (1−α) Idd+αΛdd

] { po
q

}
=

{
0
fq

}
(29)

式中：

Iss = A11− A12 A−1
22 A21;

Isd = Λsdo− A12 A−1
22Λsdi;
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Idd = Λ
T
sdi A

−1
22Λsdi

α

Fellipa 在文献 [20-21] 中就广义混合法中的参

数确定问题提出了基于误差分析理论的中值法，

即假设各未知量的精确解位于基于最小势能原理

的有限元法所求解出的数值结果与基于最小余能

原理有限元法所求解出的数值结果的正中间，由

此确定了参数的值。他指出当 值为 0.75 时，会

得到非常好的效果。因此在以下的算例中采用这

个值。运用符号软件 Mathematica 进行编程求解，

该软件是全精度运行的，可得到任意精度的数

值解。 

2    数值算例
为了将分析结果与封闭形式的精确解进行比

较，只考虑四边简支的压电复合材料层合板模型。

L=4

E1=132.39 GPa
E2=E3=10.756 GPa G12=G13=5.654 GPa G23 =

3.606 GPa ν12=ν13=0.24 ν23=0.49 ε11/ε0=3.5
ε22/ε0=ε33/ε0 3

例 1：四边简支正交铺设的 4 层 (p/0/90/p) 压

电复合材料层合厚板，p 表示压电材料层。板的

总厚度 h 为 1.0 m，板的边长  m，核心由两层

正交铺设 (0/90) 的弹性材料石墨/环氧树脂构成，

每层厚度为 0.4h，其材料常数如下： ，

， ，

， ， ， ，

= .

h

E1=E2=81.3 GPa E3=64.5 GPa G12=30.6 GPa G23=

G13=25.6 GPa ν12=0.329 ν13=ν23=0.432 e33 = 15.08

C/m2 e24=e15=12.72 C/m2 ε11/ε0 = ε22/ε0 = 1 475

ε33/ε0 = 1300

在其上下表面各有一厚度为 0.1 的压电材料

层 (锆钛酸铅压电陶瓷，PZT-4)，其材料常数如下：

， ， ，

， ， ，

， ， ，

.

Ci j

E1 E2 E3 G12 G13 G23

ν12 ν13 ν23

为了简洁起见，没有给出材料刚度系数 与

杨氏模量 、 、 ，剪切模量 、 、 和

泊松比 、 、 相关联的表达式，它们可以在

文献 [22] 中找到。

8×8×20

分别对应传感器 (Sensor) 和致动器 (Actuator)

的配置情况，对该压电复合材料层合板进行静力

分析。鉴于几何形状和载荷的对称性，选取板的

1/4 进行分析，网格划分为 ，板的几何模

型和网格划分模型如图 1、图 2 所示。

p=p0sin (πx/L)sin (πy/L)

工况 1：对于 Sensor 情况，在板的上表面施

加横向正弦分布的机械载荷 。

上、下表面电势为 0。

ϕ=ϕ0sin (πx/L)sin (πy/L)

工况 2：对于 Actuator 情况，在板的上表面施

加横向正弦分布的电势 。下

表面电势为 0。

p0=1表 1 表示工况 1 下 ( ) 各个物理参数的数

值结果及同其他文献的对比。

u

w σz σx σxy

给出工况 1 下沿板厚的纵向位移 、横向位移

、层间应力 及平面内应力 、 的一些结果，

如图 3~7 所示。

ϕ0=1表 2 表示工况 2 下 ( ) 各个物理参数的数

值结果及同其他文献的对比。

ϕ σxz

σxy

给出工况 2 下沿板厚的电势 、层间应力

及平面内应力 的一些结果，如图 8~10 所示。

从图 3~10 可以看出，无论是工况 1 还是工况

2，本文所采用的方法与精确解相比都取得了非常

好的效果。数值结果表明，机电耦合可能对层间

应力产生显著影响，导致压电层合板横截面上的

应力高度非线性分布，从图 7 和图 10 可以看出，

平面内应力不连续，这是符合客观实际情况的。

也可以看出本文给出的结果和几何规则模型的精

确解误差非常小，充分说明了本文方法的有效性。

例 2：Ray 等 [25] 以 Pagano 等 [26] 的方法为基础，

 

z

L

L

h

x

y

图 1    锆钛酸铅压电陶瓷 (PZT-4) 压电层合板几何模型

Fig. 1    Geometric model of lead zirconate titanate ceramic (PZT-4)

piezoelectric laminates
 

 

x1

x2
x3

图 2    PZT-4 压电层合板模型网格划分

Fig. 2    Model meshing of PZT-4 piezoelectric laminates
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L

研究了上下表面带有非常薄的压电层的四边简支

正交铺设压电层合方板，边长为 。其核心为由

石墨 /环氧树脂复合材料制成的正交铺设的 3 层

(0/90/0) 层合板，每层厚度为 3 mm，其材料特性

 

表 1    工况 1 下 PZT-4 压电层合板的各个物理参数值

Table 1    Each physical parameter value of PZT-4 piezoelectric laminates under working condition 1 
Reference
solution

u
(
0,

L
2
,0

) /
10−11m w

( L
2
,
L
2
,0

) /
10−11m ϕ

( L
2
,
L
2
,0

) /
10−2V σxz

(
0,

L
2
,0

)/
Pa σx

( L
2
,
L
2
,0

)/
Pa σz

( L
2
,
L
2
,0

)/
Pa

Exact[23] 20.392 30.027 0.611 − 6.5643 0.498
LW1[24] − 29.851 0.6032 0.7099 7.0132 0.579
Present 20.287 29.82 0.6065 0.691 6.46 0.497
Error/% 0.5 0.6 0.7 − 1.5 0.13

w ϕNotes: u−Longitudinal  displacement; −Transverse  displacement; −Electric  potential; σz, σxz−Interlaminar  stress; σx−In-plane

stress.
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0.6
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Distribution of longitudinal displacement u/10−11 m

z
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图 3    PZT-4 压电层合板纵向位移 u 沿 z 轴的分布

Fig. 3    Distribution of longitudinal displacement u of PZT-4 piezoelectric

laminates along the z axis
 

 

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

28.0 28.5 29.0 29.5 30.0 30.5 31.0 31.5 32.0

Exact

Present

Distribution of the transverse displacement w/10−11 m

z
/m

图 4    PZT-4 压电层合板横向位移 w 沿 z 轴的分布

Fig. 4    Distribution of the transverse displacement w of PZT-4

piezoelectric laminates along the z axis
 

 

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Distribution of interlaminar stress σ
z
/Pa

z
/m

 Exact

Present

σz图 5    PZT-4 压电层合板层间应力 沿 z 轴的分布

σzFig. 5    Distribution of interlaminar stress  in

PZT-4 piezoelectric laminates along the z axis
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0.2

0.4

0.6
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Distribution of in-plane stress σ

x
/Pa

z
/m

Exact

Present

σx图 6    PZT-4 压电层合板平面内应力 沿 z 轴的分布

σxFig. 6    Distribution of in-plane stress  of PZT-4

piezoelectric laminates along the z axis
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E1 = 25E2 E2=E3=6.9 GPa G23 = 0.2E2

G12 =G13 = 0.5E2 µ12 = µ13 = µ23 = 0.25 ε11/ε0 =

ε22/ε0 = ε33/ε0 = 1

如 下 ： ， ， ，

， ，

.

µm E = 2 GPa

位于结构顶部和底部表面的压电层 (聚偏氟乙烯，

PVDF) 厚度为 40 ，其材料特性如下： ，

µ = 0.29 e31 = e32 = 0.0046 C/m2 ε11/ε0 = ε22/ε0 =

ε33/ε0 = 12 e33 = e24 = e15 = 0

， ，

， .

p0 V0 p = p0sin(πx/L)

sin(πy/L) ϕ = V0sin(πx/L) sin(πy/L)

在板上表面作用的机械载荷 p 或电压 φ都是

双正弦分布， 和 分别为峰值：

， .

x,y = 0,L ϕ = 0 z = ±h/2

ϕ = 0 z = H/2 ϕ = V0sin(πx/L) sin(πy/L)

电势边界条件为 处， ；

处， ； 处， ；

w̃ = 100E2w/
(
q0S 4h

)
S = L/H

(
σ̃x, σ̃y, τ̃xy

)
=

(
σx,σy, τxy

)
/
(
q0S 4

) (
τ̃xz, τ̃yz

)
=(

τxz, τyz
)
/ (q0S )

其中，h 和 H 分别为弹性核心和整个结构的厚度。

计算结果采用以下无量纲化的值： ，

， ，

.

8×8×11选取板的 1/4 进行分析，网格划分为 ，

板的几何模型和网格划分模型如图 11、图 12 所示。

p0=1.0 V0=0.0 V
p0=1.0 V0=100.0 V

板的顶层压电层和底层压电层分别作为分布

式致动器和传感器。表 3 为该压电层合板在两种

载荷条件下的计算结果： (1) 且 ；

(2) 且 。可以看到，本文所采用

的方法计算的大部分应力的结果与 Ray 等 [25] 的结

果一致，此外，还值得特别指出的是，在相同的

网格划分下，本文所采用的 8 节点非协调单元广
 

表 2    工况 2 下 PZT-4 压电层合板的各个物理参数值

Table 2    Each physical parameter value of PZT-4 piezoelectric laminates under working condition 2 

Reference solution w
( L

2
,

L
2
,0

)/
10−11m ϕ

( L
2
,

L
2
,0

)/
10−2V σxz

(
0,

L
2
,0

)/
10−3Pa σz

( L
2
,

L
2
,0

)/
10−3Pa

Exact[23] −1.471 0.4476 −23.87 −14.612
LW3[24] −1.4707 0.4477 −22.70 −13.541
Present −1.493 0.4475 −24.5 −15.469
Error/% 1.47 0.7 0.64 5.6
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0.4

0.6
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Distribution of in-plane stress σxy/Pa

z/
m

 Present

 Exact

Interface

Interface

σxy图 7    工况 1 下 PZT-4 压电层合板平面内应力 沿 z 轴的分布

σxyFig. 7    Distribution of in-plane stress  of PZT-4 piezoelectric

laminates along the z axis under condition 1
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σxz图 8    PZT-4 压电层合板层间应力 沿 z 轴的分布

σxzFig. 8    Distribution of interlaminar stress  of PZT-4 piezoelectric

laminates along the z axis
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图 9    PZT-4 压电层合板电势 φ沿 z 轴的分布

Fig. 9    Distribution of the potential φ of PZT-4

piezoelectric laminates along the z axis
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σx

σy

义混合法的性能比文献 [5] 和文献 [27] 的结果好。图13

和图 14 表明了在致动器表面上没有电势分布和具

有电势分布的情况下弹性核心的平面内应力 和

沿板厚的分布情况。可以明显看出，致动器抵

消了机械载荷。

σ̃y

由于基材中间层的纤维方向是沿着 y 轴的，

因此中间层中 的分布受到显著影响。传感器和

致动器层的厚度在商用范围 (9~0.5 mm) 内的变化

对弹性解的影响可以忽略不计。从表 3 还可以看

出，压电复合材料层合板致动器层在结构中引起

诱导应变致动的有效性随着板的跨厚比 S 的减小

而显著增加。 

 

表 3    PVDF 压电层合板的挠度和应力

Table 3    Deflection and stress of PVDF piezoelectric laminates 

Load L/H
Reference
solution

w̃
( L
2
,
L
2
,0
)

σ̃x

(
L
2
,
L
2
,
h
2

)
σ̃y

(
L
2
,
L
2
,
h
6

)
τ̃xy

(
0,0,

h
2

)
τ̃xz

(
0,

L
2
,0
)

τ̃yz

( L
2
,0,0

)

p0 = 1.0
V0 = 1.0

10

Present 0.766 0.589 0.285 −0.0277 0.359 0.113
Literature[27] 0.764 0.502 0.290 −0.0269 0.371 0.137
Literature[5] 0.668 0.520 − − − −
Literature[25] 0.774 0.589 0.284 −0.0287 0.358 0.123

100

Present 0.445 0.540 0.180 −0.020 0.395 0.076

Literature[27] 0.434 0.539 0.181 −0.0212 0.390 0.076
Literature[5] 0.433 0.545 − − − −
Literature[25] 0.471 0.538 0.181 −0.021 0.394 0.083

p0 = 1.0
V0 = 100

10

Present −2.0 −2.94 −2.16 0.210 −0.593 0.348
Literature[27] −2.0 −2.73 −2.45 0.149 −0.710 0.450
Literature[5] −1.91 −2.78 − − − −
Literature[25] −2.35 −3.12 −2.34 0.181 −0.683 0.336

100

Present 0.424 0.489 0.084 −0.0192 0.384 0.081

Literature[27] 0.412 0.505 0.159 −0.0198 0.378 0.080
Literature[5] 0.411 0.510 − − − −
Literature[25] 0.447 0.504 −0.158 −0.019 0.382 0.086

w̃ σ̃x σ̃y τ̃xy τ̃xz τ̃yz

p0

Notes: −Dimensionless  transverse  displacement; , , −Dimensionless  in-plane  stress; , −Dimensionless  interlaminar

stress; −Peak mechanical load; V0−Peak electric potential.
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σxy图 10    工况 2 下 PZT-4 压电层合板平面内应力 沿 z 轴的分布

σxyFig. 10    Distribution of in-plane stress  of PZT-4 piezoelectric

laminates along the z axis under condition 2
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图 11    聚偏氟乙烯 (PVDF) 压电层合板几何模型

Fig. 11    Geometric model of polyvinylidene fluoride (PVDF)

piezoelectric laminates
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图 12    PVDF 压电层合板模型网格划分

Fig. 12    Model meshing of PVDF piezoelectric laminates
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3    结 论
发展了纯弹性体的广义混合有限元法并成功

地将其用来描述薄/中厚智能复合材料层合板的机

电耦合响应。

(1) 基于 H-R 混合变分原理推导出了广义混合

有限元，并采用了非协调模式。

(2) 通过分析嵌入压电蒙皮的复合材料叠层板，

并与文献中的精确解和数值解进行比较，对所提

出的方法进行了广泛的评估。结果表明，与其他

方法相比，本文方法的计算精度更高。

此外，本文采用的广义混合有限元法还可以

推广应用于压电层合板的振动控制分析等方面，

正在进行下一步研究。
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