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一种预测复合材料棘轮行为的
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摘    要 ：构建循环塑性本构模型并揭示其微观机制，目前仍然是复合材料力学研究富有挑战性的课题。本文

提出了一种循环塑性-损伤模型，用以预测在循环载荷作用下纤维增强复合材料的应力-应变响应。该模型是

在作者前期提出的描述非线性滞后行为的弹塑性本构模型的基础上的进一步扩展。它可以预测加载时的非线

性响应、卸载和重加载时的迟滞行为及大量循环下的棘轮现象。作为基准问题验证，将 Kawai 等的实验数据

与本文模型的数值预测进行了比较。结果表明，该模型能够模拟碳纤维/环氧树脂单向复合材料在偏轴循环

加载下的棘轮行为。
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A cyclic plasticity-damage model for predicting ratcheting behavior
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Abstract： It is still a challenging problem to establish a constitutive model for cyclic plasticity and reveal its micro-

scopic mechanism.  A  cyclic  plasticity-damage  model  was  proposed  in  this  study  to  predict  the  stress-strain  re-

sponse of fiber reinforced polymer under cyclic loading. This model is a further extension of the elastic-plastic con-

stitutive model to describe the nonlinear hysteresis behavior proposed by the authors. It can predict the nonlinear

responses during loading, hysteresis behavior during unloading and reloading and the ratcheting phenomena un-

der a large number of cycles. As a benchmark problem verification, the experimental data by Kawai et al, were com-

pared with the numerical prediction of the model in this paper.  The results show that the model can simulate the

ratcheting behavior of carbon fiber/epoxy unidirectional composite under off-axis cyclic loading.

Keywords：  fiber reinforced polymer；cyclic plasticity；hysteresis behavior；ratcheting effects；fatigue damage
 

单向纤维增强聚合物复合材料 (FRP) 的最显

著 特 征 是 其 力 学 性 质 的 各 向 异 性 ， 在 偏 轴 载 荷

(基体主导) 作用下表现出明显的物理非线性力学

行为 [1-2]。观察表明，由于 FRP 微观结构上非均质

性及界面的存在，其非线性响应受到多种相互作

用的物理机制所驱动，即基体的屈服和纤维的重

新定向等组分材料的非线性、纤维/基体的界面脱

黏及纤维和基体的损伤积累；根据材料体系和加

载条件的不同，其非线性变形机制也不同。多年

来，人们对描述 FRP 应力-应变本构关系进行了大

量研究，建模中主要考虑速率依赖 [3]、拉压不对

称 [4-5]、黏滞行为 [6]、卸载特性 [7]、应力分量间的相

互作用 [8] 及环境因素 [9] 等对力学性能的影响，反

映了 FRP 非线性行为的多样性和复杂性。然而， 
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该类复合材料构件在实际应用中不可避免地会承

受某种循环载荷的作用，尤其是对于承受非对称

应力循环加载的工程结构来说，棘轮行为对其安

全性和寿命评价是十分重要的。因此，通过建立

棘轮行为本构模型、揭示其微观机制对开展复合

材料力学研究，具有实际意义且富有挑战性。

自上世纪 90 年代以来，Ohno 等[10-11]，陈旭等[12]，

Kang[13] 等先后对金属材料棘轮行为及其循环本构

模型的研究进展进行了详细总结。认为 Armstrong

和 Frederick[14] 提出的非线性随动硬化模型 (简称 A-

F 模型) 在描述各向同性材料棘轮行为方面具有很

多优势。其中应变硬化和动态恢复引起的背应力

非线性演化的概念，表达式简单且物理上合理。后

续的 Brower [15]、Chaboche [16]、Ohno 和 Wang [17-18]、

Jiang 和 Sehitoglu [19] 等 ， 基 本 上 都 是 基 于 该 模 型

来修正的。显示了改进的 A-F 模型在考虑循环软

硬化行为、温度历史、时间相关因素方面，对非

比例多轴棘轮行为的预测能力。虽然对棘轮行为

的研究已经从均匀材料逐步扩大到了非均匀的复

合材料，包括金属基复合材料，但目前大多仅限

于研究颗粒增强，或短纤维增强金属基复合材料

(各向同性材料)，A-F 模型仍可适用 [20]。然而对于

连续纤维增强复合材料，包括金属基复合材料 [21]

及聚合物基复合材料，由于它们具有各向异性和

非均质等特殊性质，A-F 模型能否在该类材料循

环本构理论发展中得到推广与应用一直是研究者

关注的热点问题，目前尚未见到相关文献。

为了更好地认识 FRP 材的循环变形行为 (包括

棘轮行为)，一些学者如王艳锋等 [22]、刘煦等 [23] 开

展了复合材料棘轮行为的实验研究。重点观察了

轴向棘轮行为与平均应力、应力幅值、加载速率

和峰值保持时间之间的关系, 揭示 FRP 材棘轮行为

的特征, 为后续相应的循环本构模型的建立提供了

实验基础。但是，上述研究并没有涉及到纤维取

向对棘轮行为的影响问题。 Sakai 等 [24] 研究了对

称斜交铺层碳纤维/环氧树脂和碳纤维/聚醚醚酮

(PEEK) 复合材料层合板的低周疲劳性能，观察到

棘轮效应与疲劳损伤累积呈现明确的对应关系，

认为偏轴塑性变形和疲劳损伤积累是导致棘轮行

为及刚度退化的主要机制，当棘轮变形畸变或达

到饱和状态时，最终发生疲劳失效。Kawai 等 [25-26]

通过单轴循环试验观察了单向碳纤维 /环氧复合

材 料 在 高 温 下 的 偏 轴 棘 轮 行 为 随 纤 维 取 向 、 时

间、应力幅值及应力比的变化，基于多轴 Bailey-

Norton 蠕变法则，建立了一种描述偏轴棘轮效应

(蠕变) 的工程模型。但是，该模型仅适于预测棘

轮变形的时变行为，不能反映非线性迟滞回环行

为。Rui 等 [27] 提出了一种与速率无关的单向复合

材料循环塑性本构模型，并结合层合理论预测了

石墨纤维/聚醚醚酮 (AS4/ PEEK) 热塑性复合材料

层合板的循环应力应变响应。该模型的特征为：

采用单参数型的屈服面；变形过程分解为原生变

形和非原生变形，原生变形对应于初次加载和重

载，非原生变形对应于前一个最大应力范围内的

后续加载，该范围由单参数型记忆面定义；循环

软化是基于线性随动硬化率，以广义塑性模量变

化形式实现的；简化起见采用了屈服面消失假设。

虽然实验结果与模型模拟结果的吻合较好，但是

不能反映棘轮效应。Zhu 等 [28] 在上述循环本构模

型基础上，采用细观力学方法对在单轴循环载荷

下的碳纤维 /环氧 (IM7/5 260) 复合材料循环行为

进行了分析预测。之后他们 [29] 又提出了基于过应

力粘塑性模型用以描述聚合物基复合材料在加-卸

载过程中随速率变化的行为。这些工作对其后的

发展复合材料循环本构模型及合理预测棘轮行为

奠定了基础。

WANG 等 [4-5,7] 和 LV 等 [9] 在研究复合材料复杂

的 非 线 性 力 学 响 应 方 面 ， 对 Sun-Chen 单 参 数 塑

性模型进行了一系列改进工作。首先，在考虑拉

伸/压缩不对称问题方面，构建了考虑静水压影响

的广义 Hill 屈服准则，通过关联流动准则获取增

量式的塑性应变；其次，对于卸载-重加载中非线

性迟滞行为，通过在非线性卸载特性中引入滞弹

性应变 (可恢复应变)，获取了塑性应变与滞弹性

应变间的相关关系，提出了基于双参数 Weibull 模

型的唯象方法，有效地描述了复杂的非线性迟滞

行为。基于这些研究，本文尝试构建一种循环塑

性-损伤模型，即与疲劳损伤模型相结合，得以描

述纤维增强复合材料在加载时的非线性响应，卸

载和重加载时的迟滞行为及大量循环下的棘轮效应。 

1    理论模型

εp(0)

基于文献 [25-26] 的试验观察，图 1 为单向复

合材料偏轴试件在恒幅循环载荷作用下的应力-应

变响应的相关参数定义和典型特征。其特征可概

括为：(1) 初期加载至最大应力 A 点后卸载至应力

零点 (B 点) 时出现塑性变形，表明材料在加载线

路中非线性变形含有塑性变形 ，塑性变形依

成     磊 ,等：  一种预测复合材料棘轮行为的循环塑性-损伤模型 · 3339 ·



εan(0)

εan∗(0)

εan(0)

εr(i)

赖 于 卸 载 应 力 水 平 的 大 小 ； (2) 卸 载 线 路 (AB

段 ) 中呈现出显著非线性卸载行为引起的应变恢

复量 (不同于金属材料的线弹性卸载)，表明材料

非线性变形中含有可恢复的非线性成分，定义为

滞弹性变形 ，其变形也同样依赖于卸载应力

水 平 的 大 小 ； (3) 重 加 载 (BC 段 ) 与 卸 载 线 路 (AB

段 ) 不一致而引起迟滞现象。当重加载至卸载最

大应力 C 点时，新产生的滞弹性应变 较卸载

时 A 点的滞弹性应变 大，导致迟滞回环呈现

开口形式，即棘轮效应，一个迟滞回环中所产生

的棘轮应变定义为 (第 i 个周期)。

这 些 特 征 表 明 ， 材 料 总 应 变 可 分 解 为 弹 性 、

滞弹性、塑性和棘轮应变四部分。弹性应变与应

力呈线性关系，在各阶段表现一致；塑性应变在

加载阶段与应力呈非线性关系，在卸载和重加载

阶段保持不变；滞弹性应变在加、卸载和重加载

阶段均与应力呈非线性变化，但演化不同。棘轮

应变简化为后续循环损伤累积所引起的疲劳模量

退化来处理。另一方面，材料在非对称循环加载

过程中产生的迟滞回环形态的演化假定为 3 种不

同形式，即循环稳定、循环硬化和循环软化；通

过引入材料的内部状态变量来表征迟滞行为演化。

以下将采用不同本构关系来描述加载、卸载和重

加载阶段的循环塑性损伤响应。 

1. 1    初始加载塑性和滞弹性应变

本节重点探讨加载阶段中塑性和滞弹性的应

力-应变关系。文献 [4] 在 Sun-Chen 单参数模型的

框架下，考虑拉压不对称性问题时，提出了广义

Hill 屈服准则：

f ∗
Hill
=

√
1
2

[
(σ22−σ33)2+4σ2

23+2a66Γ2
(
σ2

13+σ
2
12

)]
+√

1
2

(Γ−1)(σ22+σ33)

(1)

a66

Γ

其 中 ： 为 表 征 剪 切 /横 向 塑 性 变 形 比 参 数 ；

σi,j(i,j=1,2.3) 为二阶应力张量分量，下同； 为表

征横向拉压强度比参数。三维等效应力为

σ3D
eff =

√
3
2

[
(σ22−σ33)2+4σ2

23
+2a66Γ2(σ2

31
+σ2

12

]
+√

3
2

(Γ−1)(σ22+σ33)

(2)

Γ = 1若不考虑拉压不等，则 ，即退化为 Sun-

Chen 单参数模型；在平面应力状态下，等效应力为

σ2D
eff
=

√
3
2

(
σ2

22+2a66σ
2
12

)
=

√
3 fHill (3)

由关联流动准则可知，等效塑性应变可表示

 

Pre_strain ε(0)

εe(0) εp(0) εan(0) εr(1) εr(n)

εan*(1)

Ratchting strain εr

Total strain ε

O B E

1 Axial strain

A
x
ia

l 
st

re
ss

F(0)

F(n)

σmax
A C D F

n

σmax−Maximum stress; ε, εe, εp, εan, εr, εan*−Total, elastic, plastic, anelastic, ratcheting and sum of anelastic and ratcheting strain; F(n)−Fatigue modulus

图 1    单向纤维增强聚合物复合材料 (FRP) 在偏轴循环载荷下应力-应变曲线的典型特征

Fig. 1    Typical features of stress-strain curves for unidirectional fiber reinforced polymer (FRP) laminates under off-axis cycle loading
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成如下形式：

dεpi j =
∂ fHill

∂σi j
dλp (4)

dλp其中， 为无量纲的比例系数。

在初始加载阶段，单位体积塑性功增量为

dWp = σi jdε
p
i j = σeffdεpeff (5)

dεpeff式中：σeff 为等效应力； 为等效塑性应变增量。

将式 (3) 代入式 (4)、式 (5)，可得：

dεpi j =
∂σeff

∂σi j
dεpeff (6)

将式 (3) 代入式 (6)，可得平面应力状态下塑

性应变增量和等效塑性应变增量关系：{
dεp

11
,dεp22,dε

p
12

}T
=

0,
3σ22

2σ2D
eff

,
3a66σ12

σ2D
eff


T

dεpeff (7)

式中，T 表示转置矩阵。

采用等向强化描述屈服后的塑性流动，令塑

性硬化主曲线形式如下：

ε
p
eff=Ap(σeff)n (8)

硬化系数为

Hp =
dσeff

dεpeff
=

1
Apn(σeff)n−1 (9)

塑性柔度矩阵可根据式 (4)~(8) 得到：

S p
i jkl =

∂σeff

∂σi j

∂σeff

∂σkl

/
∂σeff

∂ε
p
eff

(10)

S p
i jkl式中， (i,j,k,l=1,2.3) 表示三维塑性柔度矩阵。

εan εp
文献 [7] 发现，由于在加载阶段中，滞弹性应

变 和塑性应变 保持线性关系，因此滞弹性应

变的演化可用同样的方式来表示：

εan
eff = Aan(σeff)n = H·Ap(σeff)n (11)

H其 中 ： 为 滞 弹 性 应 变 和 塑 性 应 变 的 比 例 系 数 ；

Ap、Aan 表示塑性、滞弹性主曲线的拟合参数。因

此滞弹性柔度矩阵为

S an
i jkl =

∂σeff

∂σi j

∂σeff

∂σkl

/
∂σeff

∂εan
eff

(12)

S an
i jkl式中， (i,j,k,l=1,2.3) 表示三维滞弹性柔度矩阵。

 

1. 2    卸载和重加载迟滞回环

本文采用文献 [7] 提出的基于双参数 Weibull

模型来描述卸载-重加载阶段非线性滞弹性应变的

演化，并假定式中非线性参数具有拉压不对称性：

Pun = 1− exp
[
−
(
σun−σ
σun

)w]
(13)

Pre = 1− exp
[
−
(
σ

σun

)w]
(14)

σun

w

σun−σ σ εan
un−εan εan

un

式中：P 的含义与“概率”一致；Pun、Pre 分别为

卸载和重加载阶段的概率；σun 为卸载起始处的

应力 (横向和剪切方向)；σ为卸载和重加载过程

中的应力 (横向和剪切方向)； 表示卸载起始处

应力； 表征着卸载路径和滞弹性应变恢复速度。

由于重加载阶段可看作卸载的逆过程，将卸载应

力-应变曲线中 替换成 ， 替换成 ，

即可得到重加载曲线。

为 表 现 卸 载 -重 加 载 时 滞 弹 性 应 变 演 化 ， 式

(13) 和 (14) 可写成：

Pun =
εan

un−εan

κ·εan
un

(15)

Pre =
εan

κ·εan∗
un

(16)

εan
un εan∗

un

εan∗
un = ε

an
un+ε

r(0)

εr(0)

κ

式中： 表示卸载起始点处滞弹性应变； 表

示重加载终点处滞弹性应变，且 (下

同)； 为首次重加载产生棘轮效应的棘轮应变，

可根据疲劳模量退化求得。 是与材料特性相关

的内部状态变量参数，反映了迟滞回环形态的演

化规律，将在后续 1.4 节中讨论。

联立式 (13)~(16) 可得循环卸载-重加载过程滞

弹性应变随应力的演化关系：

εan =


εan

un

{
1− κ

{
1− exp

[
−
(
1− σ
σun

)w]}}
,Unloading

εan∗
un κ

{
1− exp

[
−
(
σ

σun

)w]}
,Reloading

(17)

R , 0考虑到应力比 的情况，将式 (16) 和 (17)

修正为

εan =


εan

un

{
1− κ

{
1−exp

[
−
(

1−σ/σun

1−R

)w]}}
,Unloading

εan∗
un κ

{
1− exp

[
−
(
σ/σun−R

1−R

)w]}
,Reloading

(18)

式 (18) 迟 滞 回 环 开 口 ， 表 征 棘 轮 效 应 ， 称 为

 “Ratcheting model”。

w

σeff

考虑到偏轴角度和应力水平对卸载-重加载迟

滞回环的影响，将迟滞回环参数 表示成等效应

力 的函数形式：

w = µ⟨σeff −σ0⟩m+w0 (19)

µ、m、σ0、w0 ⟨x⟩ = x, (x ⩾ 0);式中， 为材料常数，且
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⟨x⟩ = 0, (x < 0) w0

σeff < σ
0 w = w0

σeff ⩾ σ0 w

。 式 (19) 采 用 了 阈 值 来 表 示 接 近

于线性的卸载 -重加载过程，当等效应力较小即

时， ，卸载-重加载阶段呈线性响应；

当等效应力较大即 时，非线性参数 随之

增大，使卸载-重加载阶段呈非线性响应。 

1. 3    棘轮效应

如前所述，在循环卸载和重加载阶段中，滞

弹性应变的演化规律恒定前提下，棘轮应变可简

化处理为循环损伤累积所引起的疲劳模量退化进

行求解。

根 据 Shokrich 和 Lessarrd[30] 提 出 的 疲 劳 累 积

损伤模型，对于任意应力比和应力水平作用下的

刚度退化表达式如下：

E (n,σ,R) =1− (
lgn− log0.25

lg Nf − log0.25

)λ1/γ [
E (0)− σmax

εf

]
+
σmax

εf
(20)

E (n,σ,R)

σ R Nf

E (0) σmax

εf λ、γ

式中： 表示各个循环的切线模量，与循

环次数 n、应力 、应力比 有关； 表示疲劳寿

命； 为初始切线模量； 代表循环最大应

力； 为疲劳失效应变； 为试验拟合参数。

F(n) E(n)

由于上述模型是基于线弹性应力-应变关系考

虑的，因此上式给出的是切线模量的退化表达式。

然而 Lee 等 [31] 指出，碳纤维单向复合材料在疲劳

载荷下具有明显的非线性应力-应变响应，此时用

疲劳模量 代替切线模量 来表征层合板的刚

度变化更合适。

疲劳模量的定义如下 (如图 1 所示)：

F(n) = σmax/ε (n) (21)

F(0) ≈ E(0),F(N) = Ff σmax

ε (n) Ff

且 。 其 中 ： 代 表 循 环 最

大应力 , 为第 n 个循环的最大应变； 为疲劳

失效模量，且认为初始疲劳模量与切线模量近似

相等。导出复合材料疲劳损伤剩余疲劳模量表达

式如下：

F (n,σ,R) =1− (
lgn− lg0.25

lg Nf − lg0.25

)λ
1
γ [

F(0)− σmax

εf

]
+
σmax

εf
(22)

Nf

σ− lg (Nf)

根 据 文 献 [30]， 单 层 板 疲 劳 寿 命 ， 可 由

按等寿命模型计算得到，模型如下：

u =
lg

(
a
f

)
lg

[
(1−q)(c+q)

] = A+B lg Nf (23)

u a =
σmax−σmin

2σt
；其中： 为等寿命模型中的幂指数；

q =
σmax+σmin

2σt
；c =

σc

σt
σmax σmin

σt、σc

A、B

； 、  分 别 为 循 环

的最大和最小应力； 分别为拉伸强度和压

缩强度； 为与应力状态无关的拟合参数，通

过相应的单向板疲劳试验获得。依照经验， f 取

值 1.06。

D(n) = 1−F(n)/F(0) F(n) =

(1−D(n))·F(0) F(0) = E(0)

定 义 失 效 指 数 ， 则

，其中， 。则

εr(n) =
σmax

F(n+1)
− σmax

F(n)
(24)

εr(n) n ⩾ 0其中 为循环棘轮应变，且 ，代入失效指

数，可得：

εr(n) =
σmax

F(0)

(
1

1−D(n+1)
− 1

1−D(n)

)
(25)

εr(n)将 代入式 (18)，即可得后续循环中滞弹性

应变-应力关系。 

1. 4    迟滞回环演化

κ

κ

虽然上述的式 (15) 和式 (16)， 作为材料的内

部变量可以表征卸载-重加载时滞弹性应变演化，

但它仅能适用稳态循环下的棘轮应变 ( 为定值)。

然而，实际应用中不同性质的材料在非对称循环

加载过程中会产生不同形式的迟滞回环形态演化，

即循环稳定，循环硬化 (收缩) 和循环软化 (膨胀)

行为，如图 2 所示。

κ

为 了 对 这 些 循 环 变 形 行 为 进 行 合 理 的 描 述 ，

因 此 本 文 尝 试 将 扩 展 为 表 示 损 伤 指 数 的 函 数 ，

与材料本身性质相关，如下：

κn = κ0·[(1−D(n))]ϕ (26)

κ0

φ

φ > 0 φ < 0

φ = 0

其中：初值 为 1.582，根据首次卸载起点和终点

状 态 确 定 ； 表 征 材 料 特 性 ， 由 试 验 获 得 。 当

时，迟滞回环发生“收缩”；当 时，滞

回环发生“膨胀”；当 时，表示迟滞回环保

持稳定状态。 

2    模型验证
本 文 采 用 Matlab 软 件 对 上 述 的 循 环 塑 性 /损

伤模型进行编程，对文献 [25-26] 提供的 T700S 碳

纤维/环氧树脂单向复合材料在 70℃ 下的循环塑

性和棘轮行为实验数据进行了模拟仿真与比较，

依此验证模型的正确性和程序的有效性；为后续

该模型应用于螺栓连接结构耐久性评估提供理论

基础。 

2. 1    仿真方法

在数值仿真中，将总应变增量分为弹性、塑
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εan∗
un = ε

an
un+ε

r(n)

性 和 滞 弹 性 及 棘 轮 四 部 分 应 变 增 量 之 和 ， 由 于

，因此可写成如下形式：

dεtotal = dεe+dεp+dεan∗ =
(
S e

i j+S p
i j+S an∗

i j

)
dσ j (27)

S e
i j、S p

i j、S an∗
i j

根据第二章所述的本构模型，可以导出循环

过程中首次加载及卸载和重加载等不同阶段各个

柔度矩阵 。具体形式参见附录。
 

2. 2    模型参数确定

a66,Ap,Aan,n,

µ,m,w0,σ0

本 模 型 中 用 于 描 述 塑 性 、 滞 弹 性 及 迟 滞

回 环 演 化 的 参 数 共 有 8 个 ， 分 别 为

。这些参数均由文献 [7] 给出的 T700S/

环氧树脂单向复合材料在 70℃ 下的非对称循环载

荷试验中所获得的循环应力-应变曲线，直接提取

前 2 个循环确定的。以下简要介绍相关参数的确

定方法，详细见文献 [7]。

材料主方向应力分量和加载方向应力分量的

关系如下：

σ11 = cos2θσx,σ22 = sin2θσx,σ12 = −sinθcosθσx (28)

θ其中， 为加载方向 (x 方向) 和纤维方向 (1 方向)

的夹角。将式 (28) 代入式 (3) 可得：

σeff = h(θ)σx (29)

同理，加载方向塑性应变增量可表示为如下

形式：

dεpx = cos2dεp11+ sin2dεp22−1/2sin2θdεp12 (30)

将式 (7) 代入式 (30) 可得：

ε
p
eff = ε

p
x/h(θ) (31)

由于首次加载阶段，塑性应变与滞弹性应变

成比例，因此可得：

εan
eff = ε

an
x /h(θ) (32)

h (θ)式 (29)、式 (31)~(32) 中， 为角度转换函数，

形式如下：

h(θ) =
[
3
2

(
sin4θ+2a66sin2θcos2θ

)]1/2

(33)

1
Ex
=

1
E1

cos4θ+

(
1

G12
− 2υ12

E1

)
sin2θcos2θ+

1
E2

sin4θ

(34)

Ex

εex

式中， 为单向板加载方向的弹性模量，据此求

弹性应变 。

εex、ε
p
x、ε

an
x a66

σeff −εpeff
Ap,n

ε
p
x −εan

x

Aan

w

µ、m、σ0、w0

w0

φ = 0

根据上述描述，首先通过初次加载及卸载曲

线整理出 ，再通过试取不同的 得到

等效应力和等效塑性应变 关系的主曲线，

对 主 曲 线 进 行 拟 合 得 到 参 数  (见 图 3(a))； 绘

制 轴 向 塑 性 应 变 与 滞 弹 性 应 变 关 系 曲 线 ，

由其比例关系得到参数  (见图 3(b))；在首个卸

载和重加载迟滞回环中，按式 (18)、 (32) 对卸载

试验结果进行拟合，得到非线性参数 ，再利用

式 (19) 线性拟合得到参数 (见图 3(c))；

由于文献 [25-26] 给出的试验数据有限，本文取初

始屈服应力的最小值近似为阈值 ; 文献中指出

T700S/环氧树脂在后续循环过程中，迟滞回环基

本无变化，因此取 。

λ22、γ22、

λ12、γ12、A22、B22、A12、B12

λ22

对 于 疲 劳 累 积 损 伤 模 型 中 的 参 数

， 通 过 沈 媛 臻 等 [32]

和成磊 [33] 关于 T300/环氧树脂单向复合材料所进

行的横向及剪切疲劳试验获得的 (详见附录 A-2)。

考虑到这些与算例中所用材料和试验温度的不同，

因此通过试错法，仅对参数 修正。本文算例分

析中采用的材料常数和模型标定参数见表 1。 

2. 3    算例分析

典型的偏轴角度为 45°和 30°单向板试件，在

应力比为 R=0 时获得的循环应力-应变曲线 (迟滞

回 环 响 应 )， 计 算 结 果 与 试 验 结 果 [25-26] 的 对 比 如

图 4、图 5 所示。两试件模拟结果表明，本模型

 

(a) Stabilization (b) Contraction (c) Expansion

σ N

Cycles

10N

Cycles

N

Cycles

10N

Cycles

N

Cycles

10N

Cycles

ε

图 2    循环过程中迟滞回环的不同演化

Fig. 2    Different evolution of hysteresis loops during cyclic loading
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能够很好地捕捉到在循环载荷下所显示出的非线

性 迟 滞 行 为 及 棘 轮 演 化 行 为 ， 包 括 特 定 周 期 下

(N=1, 50, 100, 400) 所对应的应力应变曲线特征 (见

图 4(c)、图 5(c))。值得指出的是，可以发现试验

中应力-应变滞回环的大小和形状在循环过程中基

本上保持不变，30°试件与 45°试件相比滞回环要

窄小。模拟结果与试验结果吻合较好，验证了本

文提出模型的正确性与预测能力。

此外，为了验证本模型对不同应力比下循环

曲线的预测能力，图 6(a)~6(d) 分别为 45°单向板

在应力比 R=0.5 时的试验与计算得到的应力-应变

曲线，其中图 6(a)、图 6(c) 为试验结果，图 6(b)、

图 6(d) 为计算结果。可知，当偏轴角度和应力水

平相同时，应力比会影响迟滞回环的大小。同时，

计算结果与试验结果吻合较好，进一步验证了本

模型可以适用于预测任意偏轴角度、应力水平及

应力比下非线性的循环应力-应变响应。

图 7(a) ~7(d) 为偏轴角 45°和 30°单向板试件对

应于文献中不同应力比和应力水平工况下棘轮曲

线的计算结果与试验结果的对比。其中棘轮应变

定义为一个周期内最大应变和最小应变之和的平

均值。试验加载速率恒定为 100 MPa/min，即周

期 T=33.6s，因此可将时间转化为周期。可以看出，

不同偏轴角度试件在不同的应力比和应力水平下

的预测情况与试验数据均吻合良好，再次验证了
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图 3    T700S 碳纤维/环氧树脂复合材料的初始加载与

迟滞环参数确定[25-26]

Fig. 3    Parameters identification of initial loading and hysteresis loop for

T700S carbon fiber/epoxy composites[25-26]
 

 

表 1    碳纤维/环氧树脂复合材料性能和模型参数 (70 ℃)

Table 1    Properties and model parameters of carbon
fiber/epoxy composites (70℃) 

Material property
Model parameter

Cycle plastic Fatigue damage

E1/GPa 124 a66 1.8 λ22 1.62

E2/GPa 7.93 Ap 6.35×10−13 γ22 0.21

G12/GPa 3.74 Aan 4.62×10−13 λ12 0.70

µ12 0.35 n 5.853 γ12 7.10

YT/MPa 33.4 µ 0.10142 A22 0.787
*YC/MPa 123 m 1 B22 0.244

S12/MPa 24.1 σ0 22.9 A12 −0.124

w0 0.40 B12 0.251

Notes:E1−Longitudinal  modulus; E2−Transverse  modulus;

G12−Shear modulus; u12−Poisson’s ratio; YT−Transverse tensile

strength; *YC−Transverse compress strength, from the data of our

research  group; S12−Shear  strength; a66−Shear/transverse

plasticity  ratio; Ap, Aan,n−Plasticity  and  anelasticity  during  initial

loading; µ, m, σ0, w0−Hysteresis loop;λ22, γ22−Transverse fatigue

modulus  degradation; λ12, γ12−In-plane  shear  fatigue  modulus

degradation; A22, B22−Transverse  fatigue  life; A12,B12−In-plane

shear fatigue life.
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本模型的正确性，且表明该模型较准确地描述了

T700S/环氧树脂复合材料单向板在偏轴循环载荷

下的滞回行为和棘轮行为 (包括不同应力水平和

应力比特征等)。 
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图 4    计算与测试出的 T700S/环氧树脂复合材料的

迟滞回环响应 (30°试件)[25-26]

Fig. 4    Calculated and measured hysteresis loop response of

T700S/epoxy unidirectional laminates (30°)[25-26]
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图 5    计算与测试出的 T700S/环氧树脂复合材料的

迟滞回环响应 (45°试件)[25-26]

Fig. 5    Calculated and measured hysteresis loop response of

T700S/epoxy unidirectional laminates (45°)[25-26]
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3    结 论
(1) 为了有效地预测纤维增强复合材料在循环

载荷作用下的应力-应变响应，提出了一种循环塑

性-损伤模型。该模型与疲劳损伤模型相结合，进

一步扩展了描述非线性滞后行为的弹塑性本构模

型，可以考虑加载时的非线性响应，卸载和重加

载时的迟滞行为及大量循环下的棘轮效应等。

(2) 模型验证结果表明，该模型可以准确地预

测 T700S 碳纤维/环氧树脂单向复合材料在非对称

循环加载下的非线性应力-应变响应和棘轮行为。

这 些 循 环 变 形 特 征 依 赖 于 纤 维 取 向 (偏 轴 角 度 )、

应力水平和应力比等，预测与试验结果均吻合得

很好，有效验证了本模型的合理性，为复合材料

结构的循环塑性分析提供了理论依据。

(3) 尽管提出的分段式模型在分析加载、卸载

及重加载阶段中非线性应力-应变响应是有效的，

但是，其他各类不同性质变形仍然难以统一地反

映在同一本构模型中，因此基于统一黏塑性框架，

拓 展 Armstrong-Frederick 非 线 性 随 动 硬 化 模 型 ，

是后续深入研究的重点。
 

附录
 

A-1 平面应力状态下各阶段弹性、塑性、滞
弹性柔度矩阵

弹性柔度矩阵:

[
S e] =



1
E11

−υ12

E11
0

1
E11

0

sym 0
1

G12


(A-1)

弹性柔度矩阵在各个阶段均保持不变。

塑性柔度矩阵:
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图 6    计算与测试出的 T700S/环氧树脂复合材料的迟滞回环响应 (45°试件)[25-26]

Fig. 6    Calculated and measured hysteresis loop response of T700S/epoxy unidirectional laminates (45°)[25-26]
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加载阶段：

[
S p] =


0 0 0

S p
22 S p

26

sym S p
66

 (A-2)

其中：

S p
22 =

1
Hp

 3σ22

2σ2D
eff

2

S p
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3a66σ12

Hpσ
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(A-3)

Hp =
1

Apn(σeff)n−1式中，

在卸载和重加载阶段，塑性柔度矩阵均为零

矩阵。

滞弹性柔度矩阵:

首次加载阶段：

[
S an] =


0 0 0

S an
22 S an

26
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其中：
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(A-5)

Han =
1

Aann(σeff)n−1式中，

卸载阶段：
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图 7    计算和测试出的 T700S/环氧树脂复合材料棘轮应变-循环周次曲线[25-26]

Fig. 7    Calculated and measured ratcheting strain-cycle curves of T700S/epoxy unidirectional laminates[25-26]
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[
S an] =


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S an
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其中：
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重加载阶段：
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其中：
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式中：

εan∗
un = ε

an
un+ε

r(n)

εr(n) =
σmax

F(0)

(
1

1−D(n+1)
− 1

1−D(n)

)
(A-10)

 

A-2 T300/Epoxy 复合材料疲劳损伤参数确定

沈媛臻等 [32] 和成磊 [33] 以 Shokrieh 等 [30] 提出的

疲劳累积损伤力学模型为基础，通过疲劳实验对

T300/环氧树脂单向复合材料的疲劳性能进行了定

量评估，确定了疲劳累积损伤模型参数。附录图

A-1 为模型参数确定的结果，其中图 A-1(a)、图 A-

1(b) 分别为疲劳寿命模型中横向、面内剪切方向

的参数确定结果；图 A-1(c)、图 A-1(d) 分别为疲

劳模量退化模型中横向、面内剪切方向的参数确

定结果。
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图 A-1    T300 碳纤维/环氧树脂复合材料的疲劳累积损伤参数确定[32-33]

Fig. A-1    Determination of progressive fatigue damage parameters of T300 carbon fiber/epoxy composites[32-33]
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