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基于代理模型的指数型功能梯度板
固有频率优化

魏星*, 陈莘莘, 张洪峰, 李舒祺, 姜天缘
(华东交通大学 土木与建筑工程学院,南昌330013)

摘 要: 针对指数型功能梯度板的固有频率优化问题,提出一种基于代理模型的优化方法。采用一种基于自然邻

近插值的无网格数值方法———自然单元法,建立功能梯度板的一阶剪切变形理论的自由振动分析格式。选取样本

点,用自然单元法计算相应固有频率,然后基于此建立梯度指数-频率代理模型,采用Nelder-Mead单纯形法优化梯

度指数使板的固有频率达到预设值。通过算例验证算法的计算效率和精度。结果表明,基于分段三次Hermite插值构

造的代理模型具有较高的精度;基于代理模型的优化结果避免了多次调用自然单元法计算频率,提高了计算效率。
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Frequencyoptimizationofpower-lawfunctionallygradedplates
viasurrogatemodel

WEIXing*,CHENShenshen,ZHANGHongfeng,LIShuqi,JIANGTianyuan
(CollegeofCivilEngineeringandArchitecture,EastChinaJiaotongUniversity,Nanchang330013,China)

Abstract: Asurrogatebasedtechniquetoaddressnaturalfrequencyoptimizationproblemsofapower-lawfunction-
allygradedplatewasproposed.Thenaturalelementmethodwasemployedtoconductthedirectfreevibrationanaly-
sisbasedonthefirstordersheardeformationplatetheory,whichisakindofmeshlessmethodbasedonthenatural
neighborinterpolation.Initially,somesampledatawereselectedtoconstructthegradientindex-frequencysurrogate
model.Later,anonlinearoptimizationproblemofthefundamentalfrequencywasformulated,andtheoptimumso-
lutionwasobtainedbyusingNelder-Meadsimplexmethod.Severalnumericalexamplesweregiventovalidatetheef-
ficiencyandfeasibilityoftheproposedmethod.ItisobservedthatthepiecewisecubicHermiteinterpolatingpolyno-
mialproducesthebestsurrogatemodelwithfewsampledata.Thesurrogate-basedmethodimprovesthenumerical
efficiencybyeliminatingrepeatedfrequencycalculations.
Keywords: meshlessmethod;functionallygradedplates;surrogatemodel;naturalfrequencyoptimization;natural

elementmethod

  功能梯度材料(Functionallygradedmaterial,
FGM)是一种新型复合材料[1],其组成成分在一维

或多维方向上呈连续变化,因而消除了复合材料中

由于材料界面突变而引起的应力集中等问题。另

外,可以通过改变组分材料分布来改善功能梯度材

料的力学性能。由于其优异的力学性能及可设计

性,其在生物医学、机械、航空航天、电磁工程等

多个领域都有巨大的应用潜力[2-3]。
作为工程结构中最基本的构件之一,板的动力

性能直接影响结构的动力特性,因此研究板振动分

析非常重要[4-5]。尹硕辉等[6]将几何有限元法用于

功能梯度板的振动分析。徐坤等[7]采用虚位移和

Navier方法求解功能梯度板分析平板振动问题。
陈莘莘等[8]采用无网格方法分析中厚功能梯度板自



 

 

由振动问题。基于数值仿真和解析计算结果,可以

通过优化进一步探索功能梯度板的最优力学性

能[9-10]。Ashjari等[11]在应力和挠度约束下通过优

化组分材料在厚度方向的分布减轻功能梯度板的质

量。Taheri等[12]用几何曲面描述组分体积分数并

通过遗传算法减小最大热应力。王莉华等[13-14]通

过采用无网格径向基函数配点法分析三维功能梯度

材料的静动力学问题。
本文将研究指数型功能梯度板固有频率的优化

问题,采用自然单元法(Naturalelementmethod,

NEM)计算指数型功能梯度板的固有频率。自然单

元法[8]是一种以自然邻近插值建立 Galerkin格式

的加权残量法为基础的无网格方法。在优化过程

中,通过迭代计算固有频率以寻找最优解,故而多

次调用自然单元法求解器[15]。若要提高计算精度

则需加密离散点,同时带来更多计算量。本文引入

代理模型减少计算量。传统方法采用线性回归方法

构造代理模型[16-17]。但是,本文涉及问题的变量

少,传统的线性回归模型恐精度不足。
本文通过研究指数型功能梯度板的梯度指数和

固有频率的关系特性,采用分段三次 Hermite插值

构造梯度指数和固有频率关系的代理模型,然后采

用Nelder-Mead单纯形法[18]优化功能梯度板指数。
在迭代过程中不断更新代理模型,提高模型精度。

1 指数型功能梯度板

图1 功能梯度板示意图

Fig.1 Sketchoffunctionallygradedplate

功能梯度板如图1所示,从一种材料A(陶瓷)
连续过渡到另一种材料B(金属)。指数型功能梯度

板组分材料A的体积分数是一个关于厚度方向坐

标z的幂函数:

VA = (1/2+z/h)n,VB =1-VA (n≥0)(1)
其中:VA 和VB 分别为材料 A和材料B的体积分

数;h为板厚;n为梯度指数。复合材料有效力学参

数P(z)(弹性模量E、泊松比ν及材料密度ρ)可以

表示为材料A和材料B的力学参数PA 和PB 的线

性组合:

P(z)=PAVA+PBVB (2)
当n=0时,P(z)=PA;当n=∞ 时,P(z)=PB.

2 一阶剪切变形板理论

在一阶剪切变形板理论[19]中板内任意一点的

位移(u,v,w)可以表示为

u(x,y,z)=u0(x,y)+zθx(x,y)

v(x,y,z)=v0(x,y)+zθy(x,y)

w(x,y,z)=w0(x,y)
(3)

式中:u0、v0、w0 分别为中面 (z=0)沿x、y、z轴

方向的位移;θx 和θy 分别为横向法线关于y和x 轴

方向的转角。由几何关系和本构关系可得应变和

应力:

σ=E(z)(ε0+zκ),τ=G(z)γ (4)
式中:σ=[σx,σy,τxy]T;τ=[τxz,τyz]T;ε0、κ和

γ分别表示中面面内应变、曲率和切应变,弹性矩

阵E(z)和G(z)分别为

E(z)= E(z)
1-ν(z)2

1 ν(z) 0
ν(z) 1 0

0 0 1-ν(z)
2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
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G(z)= E(z)
2(1+ν(z))

1 0
0 1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (5)

其中,E(z)和ν(z)分别是功能梯度板内任一点的

有效弹性模量和泊松比。基于应力得到合力、合力

矩、等效剪力为

{N,M}T =Dε,Qs=Dsγ (6)
其中:

(Dm,􀭺B,Db)=∫
h/2

-h/2
(1,z,z2)E(z)dz (7)

D =
Dm 􀭺B
􀭺B Db

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,ε=

ε0

κ  (8)

Ds=α∫
h/2

-h/2
G(z)dz (9)

式中:Dm 为拉伸刚度矩阵;􀭺B 为耦合刚度矩阵;Db

为弯曲刚度矩阵;Ds 为剪切刚度矩阵;α为剪切修

正因子,文献[20-21]建议修正因子取α=5/6。由

虚位移原理可得到基于一阶剪切变形板理论的平衡

方程弱形式为

∫Ω
δεTDεdΩ+∫Ω

δγTDsγdΩ+∫Ω
δuT􀭿m̈udΩ=0 (10)

其中:
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(I0,I1,I2)=∫
h/2

-h/2
(1,z,z2)ρ(z)dz (11)

3 自然单元法离散控制方程
求解域内任意一点x处的位移和转角u={u0,

v0,w0,θx,θy}T 可以由相邻节点插值得到:

u(x)=∑
n

I=1
φI(x)uI (12)

式中,uI(I=1,2,…,n)是点x周围自然邻节点I
的位移,即

uI = {u0I,v0I,w0I,θxI,θyI}T (13)

图2 点x的一次和二次Voronoi结构

Fig.2 First-orderandsecond-orderVoronoicellofpointx

φI(x)采用基于邻接点的Sibson插值[22],基于一

次和二次Voronoi结构,点x的形函数及其导数可

以写为

φI(x)=AI(x)/A(x) (14)

φI,j(x)=AI,j(x)-φI(x)A,j(x)
A(x)

(15)

式中,AI(x)、A(x)分别表示点x 的二次和一次

Voronoi结构的面积.如在图2中,A(x)= Aabcd,
A1(x)= Aabfe,此 时 节 点 1 的 形 函 数 可 写 为

φ1(x)=Aabfe/Aabcd.
基于形函数和几何关系可得应变:

ε0 =∑
n

I=1
Bm

IuI,κ=∑
n

I=1
Bb

IuI,γ=∑
n

I=1
BsIuI (16)

式中:

Bm
I =

φI,x 0 0 0 0
0 φI,y 0 0 0

φI,y φI,x 0 0 0
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􀪁
􀪁
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0 0 φI,x φI 0
0 0 φI,y 0 φI

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (17)

将式(16)和式(12)代入式(10),同时假设振动为简

谐振动,可得

(K-ω2M)U =0 (18)
令det(K-ω2M)=0得到固有频率ω。其中:K 和

M 分别为整体刚 度 矩 阵 和 质 量 矩 阵;ω 为 固 有

频率。

KIJ =∫Ω
BmT

I DmBm
JdΩ+∫Ω

BbT
I􀭺BBm

JdΩ+

∫Ω
BmT

I 􀭺BBm
JdΩ+∫Ω

BbT
I DbBb

JdΩ+∫Ω
BsT

IDsBsJdΩ

(19)

MIJ =∫Ω
GT

I􀭿mGJdΩ (20)

其中,

GI =

φI 0 0 0 0
0 φI 0 0 0
0 0 φI 0 0
0 0 0 φI 0
0 0 0 0 φI

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(21)

4 基于代理模型的基频优化模型

通过优化材料的分布即梯度指数,实现功能梯

度板的固有频率优化。优化问题的数学模型表达

式为

min f(n)= [1-ω1(n)/ωpr]2

s.t. n≥0
(22)

其中,ωpr即为目标一阶固有频率值。
一般解决此问题的思路为:先用自然单元法计

算指定梯度指数的一阶固有频率,再采用优化算法

求解上述问题。若要提高优化结果的计算精度,可

加密自然单元法的离散点数,但是过密的离散点又

会带来更大的计算量。整个优化过程中需多次调用

自然单元法计算功能梯度板的固有频率。如果迭代

次数过多,计算效率将会受影响。鉴于此问题,本

文采用代理模型提高计算效率。具体计算过程如

下:(1)取出少量样本梯度指数,并计算对应的固

有频率;(2)基于样本点采用分段三次 Hermite插

值,建 立 代 理 模 型;(3)基 于 代 理 模 型,采 用

Nelder-Mead单纯形法求解问题,并得到参数n*;
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(4) 采 用 自 然 单 元 法 计 算 ω1(n*), 若

ω1(n*)-ωpr
ωpr <10-3,则 终 止 迭 代;否 则,将

(n*,ω1(n*))作为数据点更新代理模型,并重复

步骤(2)~(4),直至收敛。

5 数值算例

本文分析不同边界条件下Al/Al2O3 功能梯度

中厚板的自由振动问题,并根据预设的第一阶固有

频率优化获得 Al2O3 分布规律(梯度指数)。在这

些数值算例中,板结构的材料参数为:Al的弹性模

量Em =70GPa,泊松比νm =0.3,质量密度ρm =
2707kg/m3;Al2O3 的弹性模量Ec =380GPa,泊

松比νc=0.3,质量密度ρc=3800kg/m3。常见的

边界条件:

简支边界
v0 =w0 =θy =0 (x=0,a)

u0 =w0 =θx =0 (y=0,b) (23)

夹支边界u0 =v0 =w0 =θx =θy =0 (24)

表1 采用3种插值方法建立的Al/Al2O3 功能梯度板固有频率的代理模型误差

Table1 ErrorsofsurrogatemodelsfornaturalfrequencyofAl/Al2O3functionallygradedmaterial(FGM)platesbased

ondifferentinterpolationmethods

Numberofsamplepoint
Interpolationmethod
Piecewisecubicsplineinterpolation Langrangeinterpolation PiecewisecubicHermiteinterpolation

5 1.23×10-3 2.99×10-2 1.11×10-6

6 8.99×10-5 1.85×10-2 5.15×10-7

7 7.09×10-6 1.19×10-1 2.55×10-7

8 7.10×10-7 5.34 5.12×10-8

5.1 算例1
取四边简支方板(a=b=1)研究,板的厚跨比

为h/a=0.2。功能梯度板频率采用无量纲固有频

率􀭵ω=ωh ρc/Ec。待优化参数为梯度指数n,目标

一阶无量纲固有频率ωpr 设定为0.1805、0.1631、

0.1397、0.1324[23]。
在使用代理模型计算固有频率之前先测试代理

模型的精确性。在[0.1,12]之间取5~8个对数等

距的梯度指数n作为采样点,分别采用分段三次样

条插值、分段三次Hermite插值、拉格朗日插值三

种方法[24]构造代理模型,然后在区间内取50个均

匀梯度指数n作为测试点,分别用代理模型和自然

单元法计算测试点的一阶固有频率,并计算测试点

的平均平方误差列于表1。平均平方误差的计算公

式为

e= 1N∑
N

i=1

(􀭵ωi-􀭵ω*
i )2 (25)

其中:􀭵ωi 为代理模型计算的无量纲一阶固有频率;
􀭵ω*

i 为自然单元法得到的无量纲一阶固有频率;N
是测试点数。平均平方差越接近0,则证明代理模

型的精度越高。由表1可知,分段三次 Hermite插

值得到的结果最优,分段三次样条插值得到的计算

结果略差于分段三次Hermite插值,但两者计算结

果都是稳定收敛的,而当插值点数过多时拉格朗日

插值出现了龙格现象导致计算结果急剧变差。因此

在后面的计算中采用分段三次 Hermite插值构造

代理模型。
下文基于代理模型优化梯度指数实现目标频

率。初始值设为n=2.5。表2中给出了目标一阶

固有频率,其对应的最优梯度指数n为0.5、1、4
和10,并给出了直接优化和代理模型优化调用自然

单元法的次数。在各代理模型中初始数据点数为5
个,随着迭代优化,最终数据点数为5~6个,即整

个计算过程中仅需调用自然单元法5~6次。而直

接优化需要调用自然单元法26~36次,是前者的4
~6倍。结果表明,在计算结果相近的情况下,通

过代理模型优化调用自然单元法求解器的次数更

少;同时,优化迭代过程中采用代理模型计算固有

频率,计算量远小于使用自然单元法直接求解。对

于不同目标固有频率,用代理模型得到的优化结果

接近于最优值。随着离散点数变化,代理模型的优

化结果较之于直接优化的结果精度损失较小。综上

可以看出,通过代理模型优化可以在精度损失较小

的情况下大幅降低计算量。随着离散点数增加,代

理模型的优势愈加明显。

5.2 算例2
取单位圆板(R=1)作为研究,全边界为夹支

边,离散点数为1293个,如图3所示,目标频率为

无量纲一阶固有频率为􀭵ω =ωh ρc/Ec。根据文献

[20]可知,􀭵ω 为0.086787、厚度与半径之比为h/

R=0.2时,最优梯度指数为1。本例以0.08679为

目标频率寻找最优梯度指数。
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表2 四边简支Al/Al2O3 功能梯度方板的优化结果

Table2 Optimumresultsforthesimply-supportedAl/Al2O3FGMsquareplate

Node
distribution Algorithms

Objectivedimensionlessfrequency􀭵ωpr
0.1805(n=0.5) 0.1631(n=1) 0.1397(n=4) 0.1324(n=10)

Result
Number
ofNEM
evaluation

Result
Number
ofNEM
evaluation

Result
Number
ofNEM
evaluation

Result
Number
ofNEM
evaluation

15×15
Direct 0.5332 28 1.0527 26 4.5070 28 10.8700 36
Surrogate 0.5326 6 1.0512 6 4.5204 6 10.8171 6

19×19
Direct 0.5215 28 1.0322 26 4.2930 28 10.5100 36
Surrogate 0.5206 6 1.0302 6 4.2340 5 10.4517 6

23×23
Direct 0.5156 28 1.0225 26 4.1900 28 10.3300 36
Surrogate 0.5146 6 1.0146 6 4.1320 5 10.1649 6

27×27
Direct 0.5117 28 1.0166 26 4.1320 28 10.2300 36
Surrogate 0.5112 6 1.0140 6 4.0969 5 10.1649 6

31×31
Direct 0.5098 28 1.0127 26 4.0960 28 10.1700 36
Surrogate 0.5091 6 1.0104 6 4.0658 5 10.1074 6

Note:n—Gradientindex.

图3 Al/Al2O3 功能梯度圆板离散点

Fig.3 DiscretepointoftheAl/Al2O3FGMdisk
 

表3 不同初始值下Al/Al2O3 功能梯度圆板的计算结果

Table3 OptimumresultsofAl/Al2O3FGMdiskwithdifferentinitialguesses
􀭵ωpr=0.08679(n=1)

Initialvaluen0
Direct
n NumberofNEMevaluations

Surrogatemodel
n NumberofNEMevaluations

0.1 1.0069 34 1.0044 6
1.5 1.0066 24 1.0044 6
3 1.0066 30 1.0044 6
4.5 1.0063 32 1.0044 6
6 1.0066 34 1.0044 6
7.5 1.0063 34 1.0044 6
10 1.0069 34 1.0044 6
Note:NEW—Naturalelementmethod.

  表3列出了不同初始值下直接优化和基于代理

模型优化的结果以及调用自然单元法的次数。结果

表明,初值对优化结果无影响,但会影响优化迭代

次数。在直接优化中,迭代次数即为调用自然单元

法的次数;而在代理模型优化中,自然单元法的调

用次数仅与模型精度要求有关,与迭代次数无关。
因此,基于代理模型的优化调用自然单元法远低于

直接优化。

6 结 论

(1)分别采用拉格朗日插值法、分段三次样条

插值法、分段三次Hermite插值法3种常用的插值

方法构造功能梯度版代理模型,在测试点处计算这

三种方法的平均平方差以比较精度。结果表明,三

次Hermite插值法优于另外两种插值方法。
(2)在固有频率和离散点数不同的情况下,

采用直接和基于代理模型两种方案分别优化梯度

指数,基于代理模型优化得到的结果与直接优化

结果相近,且随着离散点数加密,优化结果稳定

收敛。
(3)基于代理模型的优化效率高于直接优化。

代理模型在整个计算过程中调用自然单元法的次数

是直接计算的1/6~1/4,有效减少了优化时间。
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