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复合材料夹芯圆柱壳水下振动和声辐射的
三维弹性解

仝博, 李永清*, 朱锡, 张焱冰
(海军工程大学 舰船与海洋学院,武汉430033)

摘 要: 为获得复合材料夹芯圆柱壳的振动声辐射准确解,在厚度方向将壳体分成若干薄层,基于三维弹性理

论和状态空间技术,对每一薄层建立状态空间方程,并结合位移和应力连续条件,建立横向位移和应力的传递矩

阵。外表面的流体载荷和内表面的点激励通过傅里叶级数展开,并代入状态空间方程,获得了复合材料圆柱壳水

下振动和声辐射的弹性准确解。应用具体算例,与有限元仿真和文献计算结果对比。结果表明,本文的三维弹性

理论相较于近似的二维壳体理论更加准确。进一步研究了铺层角、表层和芯材厚度分布及材料损耗因子对振动声

辐射的影响。计算结果表明,在环频率以下的频段,声功率峰值点数目随铺层角度增加呈“抛物线”型变化趋势;

在环频率以上的中高频段,随着铺层角度增加,声功率峰值点数目呈先增加后趋于平缓然后继续增加的趋势。随

着芯材损耗因子的增加,声功率峰值逐步降低,但下降幅度减小。
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Three-dimensionalelasticsolutionsforunderwatervibrationandsoundradiationof
compositesandwichcylindricalshells

TONGBo,LIYongqing*,ZHUXi,ZHANGYanbing
(CollegeofNavalArchitectureandOceanEngineering,NavalUniversityofEngineering,Wuhan430033,China)

Abstract: Inordertoobtaintheexactsolutionforthevibrationandsoundradiationofcompositesandwichcylindri-
calshell,theshellwasdividedintoseveralthinlayersinthethicknessdirection,thestatespaceequationwasestab-
lishedforeachthinlayerbasedonthree-dimensionalelastictheoryandstatespacetechniqueandthetransfermatrix
oftransversaldisplacementandstresswasbuiltconsideringthecontinuousconditionofdisplacementandstress.The
fluidloadontheoutersurfaceandthepointexcitationontheinnersurfacewereexpandedbyFourierseriesandin-
troducedintothestatespaceequation,theexactelasticsolutionofunderwatervibrationandsoundradiationofcom-

positesandwichshellwasobtained.Incontrasttotheresultsbyfiniteelementsimulationandthatfromtheprevious
literature,presenttheoreticalmodelismoreaccuratethantheapproximatetwo-dimensionalshelltheories.The
effectofplyangle,thicknessdistributionoffaceandcoreandlossfactoronvibrationandsoundradiationwerefur-
therinvestigated.Theresultsshowthatinthefrequencyrangebelowtheringfrequencythepeak’snumberofsound

powerchangesastheparaboliccurve,andinthemiddleandhighfrequencybandsabovetheringfrequencythepeak’s
numberofsoundpowerincreasesfirstandtendstobegentle,andthencontinuestoincrease.Withtheincreasingof
core’slossfactor,thepeakvalueofsoundradiationpowergraduallydecreases,aswellastheextentofdecline.
Keywords: three-dimensionalelastictheory;statespacemethod;compositesandwichshell;underwater;vibration

andsoundradiation



 

 

  复合材料的比刚度大、比强度高,利用这一特

点可制造轻质高强的结构件,但对于潜艇结构还要

注重其声学性能,夹芯结构形式可以很好满足以上

两个方面。表层采用模量较高的纤维增强树脂基复

合材料,芯材采用阻尼材料,这样使整体结构既具

有较高的承载能力,也具有较好的阻尼减振性

能[1]。圆柱壳作为潜艇的主要结构形式,很多学者

已将夹芯材料应用于圆柱壳结构并进行了大量的动

力学研究。其中二维的板壳理论是研究夹芯板壳振

动特性最常见的方法。李永强等[2]采用经典层合板

理论推导了固支蜂窝夹层板的自由振动方程。王目

凯等[3]基于经典壳体理论采用哈密尔顿原理推导了

敷设约束阻尼层薄壁圆柱壳的自由振动求解公式,
并研究了几何参数和材料参数对阻尼性能的影响。

Zhai等[4]基于一阶剪切变形理论和哈密尔顿原理

推导了复合材料夹芯曲壳的自由振动控制方程,由

于考虑了转动惯量和剪切变形,该方法可用于中厚

度夹芯壳的振动求解。Daneshjou等[5]基于一阶剪

切变形理论分析了多孔芯材粘接功能梯度多层圆柱

壳声传递特性。Chandra等[6]基于简化的一阶剪切

理论 计 算 了 功 能 梯 度 夹 芯 板 的 振 动 声 辐 射。

Rakesh等[7]基于高阶剪切理论求解了层合三明治

圆柱壳的自由振动,该理论既考虑到了横向正(剪)
应变也考虑了横向正(剪)应力,方程中未知数有11
个,数值计算结果与文献对比验证了该方法的正确

性。刘明[8]采用高阶夹层板理论研究了多种新型功

能梯度材料软夹芯夹层板壳的自由振动。邸馗等[9]

将铝基蜂窝芯材等效为正交各向异性材料,基于

Reddy三阶剪切板理论,推导了超椭圆蜂窝夹芯板

的自由振动方程,与有限元对比验证了该方法的准

确性。
由于上述理论均是在厚度方向对位移场、应力

场或和应变场作了假设,因此经典壳理论、一阶剪

切变形理论和高阶剪切变形理论均称之为等效单层

壳理论(ESLT)[10]。锯齿(Zig-Zag)理论和分层理

论(LWT)的提出改良了上述理论的不足。这两种

理论对层与层间的位移场进行了假定,锯齿理论假

定层与层位移呈锯齿形变化,通常将锯齿理论与有

限元法结合起来进行振动声辐射的求解。Kulkarni
等[11]基于三阶锯齿理论采用四节点的四边形单元

离散复合材料夹芯板,固有频率计算结果与三维弹

性解对比得到了验证。任晓辉等[12]将锯齿理论进

行精化,构造了六节点三角形壳单元,推导了夹芯

板自由振动有限元矩阵,数值计算表明相较于传统

的锯齿理论精度更高。分层理论是在每一层运用壳

理论(经典、一阶、高阶)进行位移场的假定。Liu
等[13]基于分层理论和微分求积有限元法,求解了

功能梯度夹芯圆柱壳的自由振动问题。杨少红

等[14]应用混合分层理论求解了黏弹性层合圆柱壳

的动力学方程,并指出采用环向加强的黏弹性材料

将有效降低层间法向正应力的大小。为获得复合材

料夹芯结构振动声辐射问题的精确解,一些学者采

用无额外假设的三维弹性理论求解圆柱壳动力学特

性。Alibeigloo等[15]基于三维弹性理论,在厚度方

向采用状态空间法建立状态方程,求解了功能梯度

夹芯板的自由振动,与文献对比验证了方法的准确

性。Shaban等[16]同样基于三维弹性理论和状态空

间法,推导了瓦楞夹芯板的弹性解。综上所述,目

前针对复合材料夹芯板壳结构的动力学研究大多集

中于空气中的自由振动及阻尼性能,对水下振动声

辐射的研究较少,且多数采用近似的二维壳体理

论,在计算厚壳的振声性能时显得力不从心。
本文将三维弹性理论、分层理论和状态空间法

结合起来,利用其各自的优点,对复合材料夹芯圆

柱壳的振动声辐射进行理论推导并求得水下振动声

辐射的弹性解。并基于此理论模型研究了铺层角、
芯材表层厚度比及损耗因子对固有频率和声功率的

影响,本文研究可为复合材料夹芯壳的声学设计提

供一定的理论指导。

1 理论推导

1.1 基本理论

本文的研究对象为复合材料夹芯圆柱壳,长度

为L,中面半径为R,总厚度为h,内外表层为各向

异性复合材料层,厚度均为hf,由不同铺设方向的

单层组成;芯材为各项同性材料,厚度为hc,几何

模型如图1所示。
本文基于三维弹性理论求解夹芯圆柱壳结构的

振动声辐射特性,结合分层理论和状态空间法,首

先把夹芯厚壳看作是一组柱面平行的“薄壳”理想粘

接而成的壳体,对每一层“薄壳”建立三维的状态空

间方程。由于各薄层之间理想粘接,不会出现“脱
粘”现象,因此可在状态空间方程基础上建立位移

和横向应力的传递矩阵,由此可得柱壳内外表面位

移和横向应力的关系,再结合内外表面的边界条件

(机械激励边界或声固耦合边界),可获得柱壳的运

·0611· 复合材料学报



 

 

图1 复合材料夹芯圆柱壳三维模型

Fig.1 3Dmodelofcompositeandsandwichcylindricalshell
 

动方程。分层越多,对横向位移(应力)场的描述越

准确。对于复合材料表层,可根据纤维铺设角的不

同进行分层处理;对于厚度较大的芯层,可以等分

成若干薄层(图1所示),分层数目可根据计算成本

和计算精度来权衡。
各向异性材料满足广义的胡克定律,即

<σ>= [C]<ε> (1)
式中:σ为三个方向的正应力与剪应力;ε为三个

方向的正应变与剪应变;[C]为6阶的刚度矩阵。
对于任意角铺设的复合材料多层壳,其材料坐标

系与圆柱壳的几何坐标系并不正交,因此其刚度

矩阵有13个独立的弹性常数。柱坐标系下其关

系式为
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(2)
式中:σi 和τij 分别为正应力分量和剪应力分量;εi

和γij 分别为正应变分量和剪应变分量;Cij 为弹性

系数,由每层的材料参数及铺层角决定,其具体表

达式可见附录 A。由于芯材为各项同性的阻尼材

料,因此对 于 芯 层 内 的 薄 层 有 C16 =C26 =C36
=C45 =0[17]。

根据弹性力学理论,柱坐标系下,应变-位移关

系为

εx =∂u∂x
,εθ = 1r

∂v
∂θ+w

r

εr =∂w∂r
,γxθ = 1r

∂u
∂θ+∂v∂x

γxr =∂u∂r+∂w∂x
,γrθ = 1r

∂w
∂θ+∂v∂r-v

r
(3)

式中,u、v、w 分别为轴向x、环向θ、径向r的位移

分量。
在柱坐标体系下,每一薄层的运动平衡方程为

∂σx

∂x+1r
∂τxθ

∂θ +∂τxr

∂r +τxr

r =ρ
∂2u
∂t2

∂τxθ

∂x +1r
∂σθ

∂θ+∂τrθ

∂r +2τrθ

r =ρ
∂2v
∂t2

∂τxr

∂x +1r
∂τrθ

∂θ +∂σr

∂r+σr-σθ

r =ρ
∂2w
∂t2

(4)

式中,ρ为材料密度。

1.2 状态空间方程的建立

采用三维弹性理论求解板壳结构的动力学特性

时,状态空间法是最具优势的处理方法。其最显著

特点是状态方程的维度与层数无关,通过建立横向

位移和应力的传递矩阵可以将三维问题转换到内外

表面进行求解,大大简化了计算量,可用来求解厚

度较大、层数较多的多层复合材料结构,同时不会

造成计算量的激增[18]。
首先运用 Galerkin法建立位移和应力的近似

表达式,该表达式既要满足边界条件又要使运动方

程成立。传统的Galerkin法均采用分离变量法[19],
以径向位移为例,则

w =∑
∞

m=1
∑
∞

n=0
W(r)sinλxcosnθeiωt

这种位移表达式将环向位移和轴向位移分离开,但

是斜交铺设层合圆柱壳的轴向模态和环向模态存在

耦合效应,该位移表达式只满足边界条件,代入运

动方程并不能使方程成立。
本文借鉴了Bert等[20]提出的螺旋模式位移表

达式,并没有将轴向位移分量和环向位移分量分

离,而是并入同一三角函数中,表达式如下:

u=∑
∞

m=1
∑
∞

n=0
U(r)cos(λx+nθ)eiωt

v=∑
∞

m=1
∑
∞

n=0
V(r)cos(λx+nθ)eiωt

w =∑
∞

m=1
∑
∞

n=0
W(r)sin(λx+nθ)eiωt (5)

式(5)为单螺旋的位移形式,满足运动方程,但不

满足边界条件,因此在式(5)的基础上变形成为双

螺旋的位移形式:

·1611·仝博,等:复合材料夹芯圆柱壳水下振动和声辐射的三维弹性解



 

 

u=∑
∞

m=1
∑
∞

n=0

[U1(r)cos(λ1x+nθ)+

U2(r)cos(λ2x-nθ)]eiωt

v=∑
∞

m=1
∑
∞

n=0

[V1(r)cos(λ1x+nθ)+

V2(r)cos(λ2x-nθ)]eiωt

w =∑
∞

m=1
∑
∞

n=0

[W1(r)sin(λ1x+nθ)+

W2(r)sin(λ2x-nθ)]eiωt (6)

结合简支边界条件:v=w=0(x=0,x=L),得

V1 =-V2

W1 =W2

cos(λ1L+nθ)-cos(λ2L-nθ)=0
sin(λ1L+nθ)+sin(λ2L-nθ)=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(7)

整理式(7),可得λ1+λ2 =2mπL
。

进一步得出位移和应力的具体表达式为

u=∑
∞

m=1
∑
∞

n=0

[U1(r)cos(λ1x+nθ)+

U2(r)cos(λ2x-nθ)]eiωt

v=∑
∞

m=1
∑
∞

n=0
V(r)[cos(λ1x+nθ)-

cos(λ2x-nθ)]eiωt

w =∑
∞

m=1
∑
∞

n=0
W(r)[sin(λ1x+nθ)+

sin(λ2x-nθ)]eiωt

σr =∑
∞

m=1
∑
∞

n=0
Z(r)[sin(λ1x+nθ)+

sin(λ2x-nθ)]eiωt

τxr =∑
∞

m=1
∑
∞

n=0

[X1(r)cos(λ1x+nθ)+

X2(r)cos(λ2x-nθ)]eiωt

τrθ =∑
∞

m=1
∑
∞

n=0
Y(r)[cos(λ1x+nθ)-

cos(λ2x-nθ)]eiωt (8)

式中:i= -1;U1、U2、V、W、Z、X1、X2 为只

与半径r 有关的系数。当 U1 =U2,X1 =X2,

λ1 =λ2 时,式(8)就变成了基于分离变量法的位移

场和应力场假定,说明传统Galerkin法是双螺旋模

式位移的特殊形式。
将式(8)代入式(2)~(4),约掉方程两边的三

角函数项和时间因子,得到新的运动方程,定义状

态变量为

F1 = U1 V W Z X1 Y  T

F2 = U2 V W Z X2 Y  T (9)
整理运动方程及应力与位移的关系式,可得到

状态空间方程:

dF1
dr =Q1F1

dF2
dr =Q2F2 (10)

状态空间方程系数矩阵Q1 中将n的符号改成

-n,就可得到Q2 表达式。Q1 矩阵中各非零元素为

Q13 =-λ1,Q15 =-C44p1,Q16 =C45p1,

Q22=1r
,Q23=-n

r
,Q25=C45p1,Q26=-C55p1,

Q31 =C13
C33

λ1+C36
C33

n
r
,Q32 =C23

C33
n
r +C36

C33
λ1,

Q33 =-1r
C23

C33
,Q34 = 1

C33
,Q41 =-p2

rλ1-
p3
r2n
,

Q42 =-p3
rλ1-

p4
r2n
,Q43 =p4

r2 -ρω2,Q44 =p5
r
,

Q45 =C44p1 C45nr -C55λ1􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 ,

Q46 =C55p1 C45λ1-C44nr
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 ,

Q51 =C66n
2

r2 -p6λ21-p7nrλ1-ρω2,

Q52 =p8nλ1-p7λ21,Q53=-p2
rλ1

,Q54=-C13
C33

λ1,

Q55 =-1r
,Q61 =p9n

2

r2 +p8nλ1,

Q62 =C66λ21-p9nrλ1+p4n
2

r2 -ρω2,

Q63 =-p4nr2
,Q64 =-C23

C33
n
r
,Q66 =-2r

(11)

其中,pi(i=1,…,11)表达式为

p1 = 1
C245-C44C55

,p2 =C12C33-C13C23
C33

,

p3 =C26C33-C36C23
C33

,p4 =C22C33-C223
C33

,

p5 =C23-C33
C33

,p6 =C213-C11C33
C33

,

p7 =C13C36
C33

,p8 = 1r
(C12+C66-C13C23

C33
),

p9 =C23C36
C33

,p10 =C16-C13C36
C33

,p11 =C66-C236
C33
(12)

状态方程式(10)是关于矩阵的一阶齐次线性微
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分方程,其通解为F =eQ(r-r0)F0。以夹芯圆柱壳的

第j薄层为例,上表面对应的状态变量定义为F+
j,

下表层对应的状态变量定义为 F-
j,则存在以下

关系:

F+
j =eQjhjF-

j (13)
各薄层之间材料属性和铺层角不同,其刚度矩

阵也不尽相同,因此各层变形情况不一样;又由于

圆柱壳各层理想粘接,无缝隙,无相对滑移,因此

层与层之间应力达到平衡才能确保面内剪切(产生

剪应力)和法向变形(产生正应力)的协调。综上,
层间交界面处的位移和横向应力是连续的,以第j
层和j+1层的界面为例,满足以下关系:

uvwσrτxrτrθ   j+
T = uvwσrτxrτrθ   T(j+1)- (14)

将式(8)代入式(14),便可得到第j层上表面

与第j+1层下表面的状态变量间的关系:

U1VWZX1Y  Tj+ = U1 V W Z X1Y  T(j+1)-

U2VWZX2Y  Tj+ = U2VWZX2Y  T(j+1)-
(15)

根据上述关系式,依此类推,不难得出整壳的

外表面与内表面之间状态变量的关系:

Ftop =∏p

j=1e
QjhjFbottom (16)

式中:Qj 为第j薄层对应的系数矩阵;hj 为第j层

的厚度;p 为总分层数;top为外表面;bottom为

内表面。

1.3 流体载荷和点力的表达

圆柱壳置于水中,假定水不可压缩,且水在壳

体表面只产生法向压力,则有

σr x,θ,R+h
2

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 =-pr (17)

激励点位于壳体内壁面,且垂直于壳表面,因

此有

σr x,θ,R-h
2

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 =Fr (18)

式中:pr 为表面声压;Fr 为表面激振力。则内外

表面边界条件为

σr x,θ,R-h
2

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 =Fr,σr x,θ,R+h
2

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 =-pr,

τxr x,θ,R-h
2

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 =0,τxr x,θ,R+h
2

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 =0,

τrθ x,θ,R-h
2

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 =0,τrθ x,θ,R+h
2

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 =0

(19)
表面声压和内部激励力可用三角函数展开为

pr =∑
∞

m=1
∑
∞

n=0
Pmn[sin(λ1x+nθ)+

sin(λ2x-nθ)]eiωt

Fr =∑
∞

m=1
∑
∞

n=0
Fmn[sin(λ1x+nθ)+

sin(λ2x-nθ)]eiωt (20)
流体与柱壳的交界面上,流体径向速度与结构

的法向速度一致,即

∂pr

∂r =-iωρ0w r=R+h/2 (21)

根据势流理论,柱坐标系下的 Helmholtz方

程[21]为

∂2pr

∂r2 +1r
∂pr

∂r +1r2
∂2pr

∂θ2 +∂
2pr

∂x2 +k2pr =0 (22)

结合式(20)~(22),可得到一个贝塞尔方程,
并求得

Pmn =-iωWZs
mn (23)

式中:W 是壳体表面法向位移;Zsmn 是声辐射阻抗,
其表达式为

Zsmn =-8iρ0λ
2
1ω

πL∫
k

0

(cos0.5λL)2
(λ21-λ2)2

H(1)
n (n, k2-λ2R)

k2-λ2H(1)'n(n, k2-λ2R)
dλ-

8iρ0λ21ω
πL∫

∞

k

(cos0.5λL)2
(λ21-λ2)2

Kn(n, λ2-k2R)
λ2-k2K'n(n, λ2-k2R)

dλ (24)

式中:ρ0 为流体密度;k为流体中的声波数ω/c;

H(1)
n 为第一类汉克尔函数;Kn 为第二类修正的贝

塞尔函数。
内部激励为点力,作用点位于(x0,θ0),则Fr

可表示为

Fr = F0
R-h/2δ

(x-x0)δ(θ-θ0) (25)

式中,F0 为力的幅值。δ(x-x0)和δ(θ-θ0)为狄

拉克函数。根据傅里叶变换,得

Fmn = 2εn

πL(R-h/2)F0
[sin(λ1x0+nθ0)+

sin(λ2x0-nθ0)]

εn =
0.5, n=0
1, n≥1 (26)

1.4 状态方程的求解

将边界条件方程式(19)代入式(16),可获得水
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中圆柱壳在强迫振动情况下内外表面状态变量的关

系式:

Ui

V
W
Fmn

0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

bottom

=T

Ui

V
W
Pmn

0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

top

(27)

式中,T=∏p

j=1e
-Qjhj 为传递矩阵。将圆柱壳表面

声压方程式(23)代入式(27)变形,可得:

T41 T42 T43-iωZs
mnT44

T51 T52 T53-iωZs
mnT54

T61 T62 T63-iωZs
mnT64

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

Ui

V
W

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

top

=
Fmn

0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (28)

式中,Tij为传递矩阵T 第i行第j 列的元素。若

Fmn=0,上式就变成了水下圆柱壳的自由振动方

程。由于状态变量有两组分别为F1 和F2,因此求

解固有频率的方程组也有两组,对于多层圆柱壳,
其实际固有频率满足以下近似关系:

ω(m,n)≈ω1(m,n)+ω1(m,-n)
2

(29)

当Fmn≠0时,该方程组为非齐次线性方程组,在特

定的模态(m,n)下,柱壳表面位移的解是唯一的,
则系数矩阵行列式不为0。令

A1 =

T41 T42 T43-iωZs
mnT44

T51 T52 T53-iωZs
mnT54

T61 T62 T63-iωZs
mnT64

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

A2 =
T41 T42 Fmn

T51 T52 0
T61 T62 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (30)

根据克莱姆法则,得到壳体表面法向位移的唯

一解:

Wtop = A2
A1

(31)

因此可得圆柱壳表面均方振速:

<̇w(x,θ)̇w*(x,θ)>= 14∑mn
ω2

εn
WW * (32)

均方振速级为

LW =10lg
<̇w(x,θ)̇w*(x,θ)>

v20
(33)

其中,基准速度v0 =5×10-8m/s。
采用模态叠加法计算辐射声功率:

PW = S
4Re∑mn

ω2

εn
WW *Zsmn  (34)

声功率级为

SIL =10lgPW

Pref
(35)

其中,参考声功率Pref=6.7×10-19W/m2。

2 数值计算与验证

本节采用 Mathematica数学软件对上述理论模

型编程计算。对比算例取自文献或有限元计算结

果。分别对固有频率、均方振速和声功率进行对

比,以验证本文方法的正确性。

2.1 自由振动计算验证

固有频率是圆柱壳水下振动的一个重要参数。
首先基于有限元(FEM)计算平台ABAQUS,对夹

芯圆柱壳进行水下自由振动计算。其中,表层较

薄,采用8节点的连续壳单元(SC8R),芯材采用具

有20个节点的二次实体单元(C3D20R)。圆柱壳几

何参数为:长度L=1m,半径R=0.4m,厚度h=
0.016m,芯层和表层厚度比hc/hf=2,上下表层

等厚度。表层纤维材料参数为:表层密度ρf =
1600kg/m3,三方向弹性模量为E1=20GPa,E2=
E3=1 GPa,三 方 向 剪 切 模 量 为 G12 =G13 =
0.65GPa,G23=0.5GPa,泊松比为μ12 =μ13 =
0.25,μ23 =0.5。芯材为均质材料,材料参数为:芯

材密度ρc=300kg/m3,弹性模量E=5MPa,泊松

比μ=0.35,剪切模量G=1.85MPa。铺层方式为

45°/-45°/45°/-45°/Core/-45°/45°/-45°/45°。
固有频率理论计算结果与有限元对比情况如表1所

示,计算了前5阶轴向和环向模态,共20个模态振

型。可知,本文的三维弹性理论求解的夹芯壳固有

频率与有限元计算吻合较好,最大误差不超过5%,
说明了本文理论方法的准确性。

第二个算例为黏弹性夹芯圆柱壳,取自文献

[22],该文采用一阶剪切变形理论分析了黏弹性夹

芯圆柱壳的振动和阻尼特性。几何参数为:L/R=
4,h/R=0.06,hc/hf=1。内外表层材料参数为:

ρf=1460 kg/m3,E1 =76 GPa,E2 =E3 =
5.5GPa,G12=G13=G23=2.3GPa,μ12=μ13=

μ23=0.34。芯材的材料参数为:ρc=1340kg/m3,
复模量E=(23+7.82i)MPa,μ=0.34。两种铺层

方式分别为0°/Core/0°和90°/Core/90°。无量纲频

率为Ω=ωL2

h ρf/E2。表2为夹芯壳在这两种铺层

方式下的无量纲固有频率弹性理论解和文献对比情

·4611· 复合材料学报



 

 

表1 夹芯壳水中固有频率三维弹性解与有限元(FEM)

对比

Table1 Comparisonof3Delasticsolutionandfinite
elementmethod(FEM)fornaturalfrequenciesof

sandwichshellunderwater

Mode Frequency/Hz
m n FEM Present Error/%

1

2 58.011 60.398  4.110
3 32.733 33.240  1.550
4 33.276 33.212 -0.190
5 44.042 43.057 -2.240

2

2 171.510 173.928  1.410
3 134.600 136.748  1.590
4 88.820 88.787 -0.037
5 73.941 74.384  0.600

3

2 184.450 189.774  2.880
3 210.890 212.725  0.870
4 194.670 189.912 -2.440
5 152.410 156.989  3.000

4

2 196.620 210.975  4.750
3 222.020 236.286  3.720
4 247.480 249.336  0.750
5 245.890 234.246 -4.730

5

2 209.160 216.220  3.370
3 230.740 236.912  2.670
4 266.570 260.882 -2.130
5 285.260 282.445 -0.980

Notes:m—Axialhalfwavenumber;n—Ringtowavenumbers.

表2 夹芯壳水中无量纲固有频率弹性解与文献对比

Table2 Comparisonof3Delasticsolutionfordimensionlessnaturalfrequenciesofsandwichshellwithreference

n FEM Ref[22] Error/% Present Error/%

0°/Core/0°

2 47.37 47.190 -0.36 48.021  1.38
3 40.17 39.250 -2.30 40.680  1.26
4 48.32 45.781 -5.26 48.720  0.81
5 63.77 59.380 -6.88 63.820  0.08
6 82.65 76.340 -7.64 82.160 -0.60

90°/Core/90°

2 32.69 32.470 -0.67 33.110  1.29
3 49.29 47.630 -3.37 48.490 -1.61
4 82.83 80.150 -3.24 84.090  1.52
5 125.79 122.200 -2.83 128.270  1.97
6 177.47 172.800 -2.62 182.030  2.57

况,轴向模态m 均等于1。为了更好地验证本文方

法的准确性,采用成熟的有限元软件ABAQUS对

该壳体进行了固有频率计算。由于文献采用一阶剪

切理论,假定横向位移场成线性分布,且对横向位

移可能出现的不连续性进行了修正。本文的三维弹

性理论未对横向位移和变形做任何假设,且层间位

移和应力按照连续性条件处理,相比一阶剪切理论

更符合实际,不会由于额外的假设和修正出现较大

误差。表2的对比结果正反映了这个推论,文献计

算的固有频率与有限元对比最大误差为7.64%,本

文方法与有限元对比最大误差为2.57%。说明了

本文三维弹性理论相较于近似的二维壳体理论更加

准确。

2.2 振动声辐射计算验证

文献[23]基于Flugge理论描述柱壳振动响应,
通过建立辐射阻矩阵获得了障柱圆柱壳声辐射功率

解析 解。圆 柱 壳 几 何 参 数 为:L=1 m,R=
0.24m,h=0.006m,壳体材质为钢,激励点坐标

为(0.19,0°)。在环频率以下,采用经典壳理论可

以得到较为准确的振动声辐射结果,因此基于三维

弹性理论对该壳体进行振动声辐射求解,并与文献

[23]经典壳理论解进行对比。同时,基于 Virtual
Lab声学软件采用间接边界元法(IBEM)计算该壳

体声辐射,三者对比情况如图2所示。

图2 夹芯圆柱壳声功率级对比

Fig.2 Acousticpowerlevelcomparisonofsandwichcylindrical

shell(IBEM—Indirectboundaryelementmethod)
 

可以看出,本文计算的圆柱壳声功率三维弹性

解与文献[23]基于二维理论的计算结果一致性很

高,各个共振峰值都能完整捕捉到,且幅值近似。
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边界元法计算结果与两种理论的计算结果也能很好

地吻合,充分验证了本文方法的正确性。

3 声辐射影响因素

复合材料夹芯壳的表层纤维铺设角度、芯材与

表层厚度比、芯材损耗因子这三个参数均会影响整

个壳体结构的刚度、质量分布和阻尼,进而影响到

壳体的力学性能和声学性能。本节对夹芯壳的强迫

振动进行计算,激励点均位于壳体内表面,坐标为

(0.5L,0°)。

3.1 纤维铺层角对声辐射的影响

图3 不同铺层角的夹芯圆柱壳声功率级对比

Fig.3 Acousticpowerlevelcomparisonofsandwich

cylindricalshellwithdifferentlayerangles

计算对象与第一个验证算例几何参数和材料参

数相同,对称铺层:Φ/-Φ/Φ/-Φ/Core/-Φ/Φ/

-Φ/Φ,Φ分别取15°、30°、45°、60°、75°。该壳体

环频率为fr=314Hz,将环频率以下定义为低频

段,1倍的环频率(fr)到2倍的环频率(2fr)之间定

义为中频段,2倍的环频率以上定义为高频段。声

辐射功率计算结果如图3所示。可以看出,铺层角

不同时,声功率曲线有明显差异。铺层角为30°时,
声功率级的峰值最大,将近180dB。铺层角为15°
时,只在低频段出现了两个峰值,中频段和高频段

均没有明显峰值点出现。这是由于铺层角度增大,
纤维主方向逐渐偏离柱壳轴向,圆柱壳轴向的刚度

逐渐降低,固有频率也降低,相同的频率区间内,
被激起的模态个数也越多。因此,在铺层角度较小

时,峰值点总个数最少。但在不同频段,声功率峰

值出现的个数不同。对三个频率区间的声功率峰值

数目进行统计,结果见图4。可知,不同频段,声

功率级峰值点数目随铺层角的变化规律不同。在中

图4 夹芯圆柱壳不同频段内峰值点数目随铺层角的变化

Fig.4 Variationofpeakpointsnumberofsandwichcylindrical

shellwithlayerangleindifferentfrequencybands
 

频段和高频段,这种变化规律相似,随着铺层角度

增加,峰值点数目先增加然后趋于平缓,接着随着

铺层角度进一步增加而增加。在低频段,随着铺层

角度增加,峰值点数目呈“抛物线”型变化趋势。
由以上分析可知,对复合材料多层结构进行声

学设计时,铺层角是一个重要的设计变量。对于潜

艇结构,主要关注其低频段的声学性能,在声学设

计阶段,对壳体的铺层角度进行优化,可得到辐射

噪声最低的铺层方式。

3.2 芯材损耗因子对声辐射的影响

为了起到减振降噪作用,夹芯壳的芯材通常采

用阻尼材料,其损耗因子(tanδ)明显大于表层纤

维。芯材的损耗因子通过复模量体现:E=5(1+
tanδ)MPa。图5为不同的损耗因子时夹芯壳声辐

射功率。可知,损耗因子从0增加到0.1,声功率

图5 夹芯圆柱壳损耗因子对辐射声功率的影响

Fig.5 Influenceoflossfactoronsoundpowerlevelof

sandwichcylindricalshell

峰值大幅下降,高频段下降更明显,随着损耗因子
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进一步增加,声功率下降幅度减小,低频段声功率

最大降低了13dB,高频段最大降低了3dB。

4 结 论

基于三维弹性理论,采用状态空间技术和分层

理论思想,对复合材料夹芯圆柱壳的水下振动和声

辐射进行求解,并对相关参数进行了分析。
(1)与有限元仿真和文献计算结果对比发现,

文中的三维弹性理论模型可以准确计算简支复合材

料夹芯圆柱壳的振动和声辐射。
(2)相较于近似的二维壳体理论,采用三维弹

性理论直接避免了横向应力不连续的现象,无需额

外修正和假设,理论上精度高于经典壳体理论、一

阶剪切变形理论和高阶剪切变形理论等二维壳体理

论,与有限元结果和文献二维壳体理论解对比,验

证了上述观点。
(3)在环频率以下的频段,声功率峰值点数目

随着铺层角度增加呈“抛物线”型变化趋势;在环频

率以上的中高频段,随着铺层角度增加,声功率峰

值点数目先增加然后趋于平缓,接着随着铺层角度

进一步增加而增加。可见铺层角对多层复合材料圆

柱壳振动声辐射有显著影响,在声学设计时是一个

重要参数。
(4)随着损耗因子的增加,声功率峰值下降,

但下降幅度逐步减小,低频段声功率最大降低了

13dB,高频段最大降低了3dB。

附录A
对于各向正交异性材料,柱坐标系下材料本

构为

σx
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σr

τrθ
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􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
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11 Cz
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22 Cz
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(A-1)
其刚度矩阵有9个独立的弹性常数。每个弹性常数

表达式为

Cz
11 =E1(1-μ23μ32)

Q
,Cz

12 =E1(μ21+μ23μ31)
Q

,

Cz
22 =E2(1-μ13μ31)

Q
,Cz

13 =E1(μ31+μ21μ32)
Q

,

Cz
33 =E3(1-μ12μ21)

Q
,Cz

23 =E2(μ32+μ12μ31)
Q

,

Cz
44 =G23,Cz

55 =G31,Cz
66 =G12,

Q=1-μ12μ21-μ23μ32-μ31μ13-2μ12μ23μ31
(A-2)

式中,E1、E2、E3 为三个方向的弹性模量;μij为泊

松比。
对于单斜晶材料,刚度矩阵有13个独立的弹

性常数,其表达式为

C11 =Cz
11cos4φ+2(Cz

12+2Cz
66)cos2φsin2φ+

Cz
22sin4φ

C12 =Cz
12(cos4φ+sin4φ)+
(Cz
11+Cz

22-4Cz
66)cos2φsin2φ

C13 =Cz
13cos2φ+Cz

23sin2φ
C16 = (Cz

12+2Cz
66-Cz

22)cosφsin3φ+
(Cz
11-Cz

12-2Cz
66)cos3φsinφ

C22 =Cz
11sin4φ+2(Cz

12+2Cz
66)cos2φsin2φ+

Cz
22cos4φ

C23 =Cz
23cos2φ+Cz

13sin2φ
C33 =Cz

33

C26 = (Cz
12+2Cz

66-Cz
22)cos3φsinφ+

(Cz
11-Cz

12-2Cz
66)cosφsin3φ

C36 = (Cz
13-Cz

23)cosφsinφ
C44 =Cz

44cos2φ+Cz
55sin2φ

C45 = (Cz
55-Cz

44)cosφsinφ
C55 =Cz

55cos2φ+Cz
44sin2φ

C66 = (Cz
11+Cz

22-2Cz
12)cos2φsin2φ+

Cz
66(cos2φ-sin2φ)2 (A-3)

式中,φ为纤维铺设角。
注:任意角铺设的复合材料多层壳属于单斜晶

材料体系。
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