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磁致伸缩层合悬臂梁式作动器的振动分析

徐燕, 尚新春*

(北京科技大学 数理学院 应用力学系,北京100083)

摘 要: 为了分析磁致伸缩薄膜型层合悬臂梁式作动器的振动问题,应用磁致伸缩材料的非线性本构关系,由

哈密尔顿原理导出了双层悬臂梁的振动微分方程。采用分离变量方法和常微分方程组的解析解法对磁致伸缩薄

膜型层合悬臂梁的自由振动和受迫振动进行了理论分析。数值算例表明本文计算结果与有限元结果吻合较好,从

而佐证了本文理论模型和求解方法的正确性,并讨论了几何参数、材料参数对层合梁固有频率的影响。还分析了

在周期输入磁场激励下悬臂梁的挠度响应,且挠度响应呈现出倍频效应的动态特性。
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Vibrationanalysisofmagnetostrictivelaminatedcantileveractuator
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TechnologyBeijing,Beijing100083,China)

Abstract: Differentialequationtoanalyzethevibrationproblemofamagnetostrictivelaminatedcantileverwith
thin-filmactuatorwasderivedbyHamilton’svariationalprinciple,usingthenonlinearconstitutiverelationofmag-
netostrictivematerial.Thefreevibrationandforcedvibrationofmagnetostrictivelaminatedcantileverwiththin-film
wereanalyzedbymeansofthemethodsofseparationvariablesandtheanalyticsolutionofordinarydifferentialequa-
tions.Thenumericalexampleshowsthatthecalculationresultsofthispaperareingoodagreementwithfiniteele-
mentresults,whichevidencesvalidityofthetheoreticalmodelandsolutionmethod,andtheeffectofthegeometric

parametersandmaterialparametersonnaturalfrequencyofthelaminatedbeamwasdiscussed.Thedeflectionre-
sponseofbeamexcitedbyaperiodicinputmagneticfieldwasalsoanalyzed,whichpresentthedynamiccharacteristic
offrequencymultiplyingeffect.Thedeflectionresponseofthecantileverbeamexcitedbyaperiodicinputmagnetic
fieldwasalsoanalyzed,whichpresentedthedoublefrequencyeffectofdynamiccharacteristics.
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  磁致伸缩材料在微机电系统的主动振动控制和

能量捕获等方面发挥着功能性和智能型的重要作

用。由于磁致伸缩材料在外加磁场的作用下具有良

好的机电性能,被越来越多地应用在基于振动形式

微作动器和传感器的设计与制造[1-4]。磁致伸缩微

作动器主要有杆式和梁式两种结构形式,对于杆式

作动器的纵向振动分析,相关实验、理论分析和数

值模拟已有较多的研究工作[4-6]。
磁致伸缩材料以薄膜的形式沉积在非磁性硅、

玻璃等基片上组成智能结构,利用外磁场变化使薄

膜伸长或缩短从而带动基片产生弯曲变形。这种薄

膜型层合悬臂梁式的磁致伸缩作动器具有输出位移

大、输出力大、驱动方法简单及易于实现微型化和

集成化等特点,在微机械和微系统等工程领域中已

得到应用。例如,1993年日本的 Honda等[7]研制

了双金属片式磁致伸缩悬臂梁作动器。1994年德

国的Quandt等[8]研究设计了双层薄膜型悬臂梁式

磁致伸缩执行器,并通过实验获得了挠度与磁场强



 

 

度关系曲线。Li等[9]通过实验获得了磁致伸缩悬

臂梁传感器的动态特性,例如传感器的前两阶共振

频率和模态形式。
对薄膜型层合悬臂梁式磁致伸缩作动器模型的

建立有不同的方法。Klokholm等[10]基于欧拉梁理

论用能量法建立了一个简单模型,解决了磁致伸缩

复合梁的静力弯曲变形,但在本构关系中没有考虑

磁场 强 度 对 应 变 的 影 响。Guerrero 等[11]基 于

Gibbs最小自由能理论建立了磁致伸缩薄膜在自由

边界条件下的三维模型,并给出三维状态下的应

力、应 变 和 挠 度 的 计 算 方 法。Reddy等[12]基 于

Hamilton原理,考虑剪切效应获得了超磁致伸缩

层合简支梁振动问题的解析解。Jia等[13]以应力和

磁场作为控制变量,从热力学势能出发,推导出低

磁场下磁致伸缩薄膜的非线性磁机耦合模型,得到

的模型曲线与实验数据在给定的预应力下吻合较

好。梁伟等[14]推导了磁致伸缩材料和黏弹性阻尼

层的层合结构的自由振动控制方程,并给出了简支

边界条件下结构振动频率及损失因子的求解方法。

Xu等[15]应用高阶剪切变形理论和线性耦合磁弹本

构关系建立了磁致伸缩薄膜型复合悬臂梁式作动器

的振动控制方程,分析了悬臂梁的几何、材料参数

和激励频率对结构磁机耦合系数的影响。

图1 磁致伸缩层合悬臂梁简化力学模型

Fig.1 Simplifiedmechanicalmodelformagnetostrictivelaminatedcantilever

对于薄膜型层合悬臂梁式磁致伸缩作动器的数

值模拟大多采用有限元法进行分析。Watts等[16]

将磁致伸缩应变等效为各向异性的热膨胀变形,应

用有限元模型模拟了悬臂磁致伸缩薄膜的静态弯曲

变形。Dean等[17]使用FEMLAB有限元多物理场

模拟了磁致伸缩层合悬臂梁的弯曲和扭转振动,并

给出了自然频率和振幅关系曲线。Si等[18]采用梁

单元和平面单元建立了多层悬臂梁结构的有限元模

型,并对多层磁致伸缩悬臂梁的弯曲进行了数值

模拟。
近年来,胡渊等[19]和曹鸿霞等[20]对层状磁电

复合材料在机电谐振下的磁电耦合现象进行了理论

和实验研究。此外,钟轶峰等[21]建立了磁致伸缩

复合材料的细观力学模型,利用有限元离散技术构

建了模型的数值模拟。
器件的理论分析在设计中具有非常重要的指导

作用,但是目前仍然缺乏有关层合悬臂梁式磁致伸

缩作动器振动问题的研究工作,特别是解析求解方

面的研究。本文目的是基于磁致伸缩材料的力-磁
耦合本构关系,通过 Hamilton变分原理,建立双

层薄膜型Euler悬臂梁式作动器振动问题的数学模

型。并采用分离变量方法和常微分方程组的解析解

法进行求解。数值算例的计算结果与文献有限元结

果进行了对比,讨论了几何参数、材料参数的变化

对固有频率的影响。此外,计算分析了在周期磁场

激励下梁的受迫振动问题,指出挠度响应会呈现出

倍频效应。

1 理论模型

1.1 问题的位移假设和本构关系

考虑磁致伸缩薄膜层合悬臂梁在周期变化的磁

场激励下的振动问题。图1为磁致伸缩层合悬臂梁

的箭化力学模型,采用直角坐标系O-x-z,将x 轴

取在磁致伸缩层和基底的界面上,z轴为悬臂梁固

定端的横向方向。梁长为L,宽为b,厚度为h,其

中Ei、Gi、υi、hi、Ai、Ii(i=1,2)分别为层合悬臂

梁上下层的第i层弹性模量、剪切弹性模量、泊松

比、厚度、横截面面积和惯性矩(i=1表示磁致伸

缩层,i=2表示基底层)。
根据Euler-Bernoulli梁理论,假设位移为如下

形式:

u(i)
x (x,z,t)=u(x,t)+z∂w

(x,t)
∂x

u(i)
z (x,z,t)=w(x,t) (i=1,2) (1)
式中,u(x,t)和w(x,t)分别为界面(z=0)处的轴

向位移和挠度。
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采用一维磁致伸缩材料本构关系,即忽略泊松

比效应。本文采用如下标准平方型(三次非线性)磁
致伸缩本构关系[22-23]:

ε(i)x = 1
Ei

+riH2(t)􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 σ(i)x +miH2(t)

B= (μi+miσ(i)
x +ri(σ(i)x )2)H(t) (2)

式中:H(t)和B 分别是磁场和磁感应强度;mi 和

ri 分别是第i层磁致伸缩模量和磁弹模量;μi为磁

致伸缩材料的磁导率(i=1,2)。由本构关系式(2)
可知,变形场与磁场之间的关系是耦合的,且是非

线性的。其中第一式右端的第一项系数表示柔度,
其由弹性柔度和磁致伸缩效应引起的附加柔度(含
ri)两部分组成,最后一项表示由磁场引起的应变。
第二式右端项系数表示磁导率由固有磁导率和由应

力所引起的附加磁导率组成。
对本文所考虑的问题来说,在磁致伸缩薄膜层

m1=m,r1=r,基底层m2=0,r2=0。由本构关系

式(2)和几何关系ε(i)x =∂u(i)
x/∂x、ε(i)z =∂u(i)

z/∂z,
可得应力与位移的关系式为

σ(1)x =􀭾E1
∂u
∂x+z∂

2w
∂x2

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 -E1􀮃m(t)H2(t)

σ(2)x =E2
∂u
∂x+z∂

2w
∂x2

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 (3)

这里考虑到磁弹模量r非常小,并为了后面的解析

解求解,在式(3)中可以作近似
􀭾E1 =E1[1+E1rH2(t)]-1 ≈E1

􀮃m(t)=m[1+E1rH2(t)]-1 ≈m(1-E1rH2(t))
1.2 振动微分方程的变分推导

采用 Hamilton变分原理推导问题的控制方

程。层合悬臂梁的Hamilton作用量为

H =∫
t2

t1

(EC-UE+UM)dt (4)

其中,动能表达式为

Ec= 12∫
L

0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁􀪁∫

h1

0
ρ1
∂u(1)

x

∂t
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2+ρ1
∂u(1)

z

∂t
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2  bdz+

∫
0

-h2
ρ2
∂u(1)

x

∂t
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2+ρ2
∂u(1)

z

∂t
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2  bdz
􀮦

􀮨

􀪁
􀪁􀪁 dx (5)

应变能表达式为

UE = 12∫
L

0∫
h1

0 1
E1

+r1H2(t)􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 (σ(1)x )2+

mH2(t)σ1 bdzdx+12∫
L

0∫
0

-h2

1
E2
(σ(2)x )2bdzdx

(6)

磁能表达式为

UM = 12∫
L

0∫
h1

0
BH(t)bdzdx (7)

根据 Hamilton最小作用量原理,作用量的变

分δH =0。将式(2)~(3)代入式(5)~(7),忽略

水平惯性力和惯性力偶,并进行变分运算,最后

得到

δH =∫
t2

t1∫
L

0  (E1A1+E2A2)∂
2u
∂x2-

h1
2E1A1+h2

2E2A2
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 ∂3w
∂x3 δu+

 (ρ1A1+ρ2A2)∂
2w
∂t2 +

1
3
(h21E1A1+h22E2A2)∂

4w
∂x4 +

1
2
(h1E1A1-h2E2A2)∂

3u
∂x3 δw dxdt=0

(8)
显然,由此可以得到如下关系:

∂2u
∂x2 = -h1E1A1+h2E2A2

2(E1A1+E2A2)
∂3w
∂x3

(9)

将式(9)两边关于x求导,并由式(8),即可得出层

合悬臂梁横向振动控制方程:

α∂
2w
∂t2 + 4β-

(-h1E1A1+h2E2A2)2
4δ  ∂

4w
∂x4 =0

(10)
式中:α=ρ1A1+ρ2A2;β=E1I1+E2I2;δ=E1A1

+E2A2。

1.3 边界条件

在固定端处,边界条件为

w(0,t)=0, ∂w
(0,t)
∂x =0 (11)

在自由端处弯矩和剪力均为零,边界条件为

h1
2F

(1)
N -h2

2F
(2)
N +M(1)+M(2)􀮠

􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁

x=L
=0

(Q(1)+Q(2))
x=L

=0 (12)

其中,第1、2层弯矩为M(1)=b∫
h1

0
zσ(1)

x dz,M(2)=

b∫
0

-h2
zσ(2)

x dz;第 1、2 层 剪 力 为 Q(1) = ∂M(1)

∂x
,

Q(2)=∂M
(2)

∂x
;第1、2层轴力为F(1)

N =b∫
h1

0
σ(1)x dz,

F(2)
N =b∫

0

-h2
σ(2)x dz。
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将式(3)分别代入上述弯矩和轴力表达式可得

M(1)=h1
2E1A1

∂u
∂x+4E1I1∂

2w
∂x2 -

h1
2E1A1􀮃m(t)H2(t)

M(2)=-h2
2E2A2

∂u
∂x+4E2I2∂

2w
∂x2

(13a)

F(1)
N =E1A1

∂u
∂x+h1

2E1A1
∂2w
∂x2 -E1A1􀮃m(t)H2(t)

F(2)
N =E2A2

∂u
∂x-h2

2E1A1
∂2w
∂x2

(13b)

因此,由边界条件式(12)可以得到

(E1A1h1-E2A2h2)∂u∂x+7β
∂2w
∂x2 x=L

=E1A1h1􀮃m(t)H2(t) (14a)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 h1

2E1A1-h2
2E2A2

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 ∂2u
∂x2+

h21
3E1A1+h22

3E2A2
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 ∂3w
∂x3
􀭤

􀭥
􀪁
􀪁􀪁

x=L

=0 (14b)

将式(9)两边关于x积分得到

∂u
∂x=-E1A1h1-E2A2h2

2δ
∂2w
∂x2 +c(t) (15)

再由悬臂梁自由端轴力为零条件 (F(1)
N +F(2)

N )
x=L

=0,可以确定出式(15)中的待定函数:

c(t)=E1A1

δ
􀮃m(t)H2(t) (16)

将式(15)~(16)代入式(14a)~(14b)消去u,得到

如下自由端的边界条件:

∂3w(L,t)
∂x3 =0

7β-
(h1E1A1-h2E2A2)2

2δ
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 ∂2w(x,t)
∂x2  x=L

=hE1A1E2A2

δ
􀮃m(t)H2(t) (17)

设层合梁的振动为周期振动。记激励磁场 H
(t)的周期为T,梁的挠度和速度周期性条件为

w(x,0)=w(x,T),

∂w(x,0)
∂t =∂w

(x,T)
∂t

(0≤x≤L) (18)

式中,T=2π/ω,ω是圆频率。
至此,磁致伸缩薄膜型悬臂梁式作动器的振动

问题,在数学上被归结为求解式(10)在边界条件式

(11)和式(17)及周期性条件式(18)下的解。

2 理论分析

2.1 无量纲化及分离变量

引入无量纲变量和参数:

ξ= x
L
,τ= t

T =ωt
2π
,λ(ω)=

4
αL4

β
ω2 (19)

记

β=7β-
(h1E1A1-h2E2A2)2

2EA
,δ = E1A1E2A2

δ
,

q(τ)=􀭿m(τ)H2(τ)
层合悬臂梁振动的基本方程式(10)可以写成如下无

量纲形式:

∂4􀭿w
∂ξ4

+λ4(ω)
4π2

∂2􀭿w
∂τ2 =0 (20)

相应地,定解条件式(11)、式(17)和式(18)的无量

纲形式为

􀭿w(0,τ)=0,∂
􀭿w
∂ξ ξ=0

=0,∂
3􀭿w
∂ξ3 ξ=1

=0 (21a)

β
∂2􀭿w
∂ξ2 ξ=1

=hLδq(τ) (21b)

􀭿w(ξ,0)=􀭿w(ξ,1),
∂􀭿w(ξ,0)
∂τ =∂

􀭿w(ξ,1)
∂τ

(21c)

2.2 固有频率和模态函数

考虑磁致伸缩薄膜型悬臂梁自由振动问题。此

时,外加磁场 H(τ)=0,边界条件式(21b)成为齐

次的。由周期性条件式(21c)可以设解为如下分离

变量形式:
􀭿w(ξ,τ)=W(ξ)ei2πτ (22)
将式(22)代入式(20)后消去ei2πτ 得到如下常微分

方程:

d4W(ξ)
dξ4

-λ4(ω)W(ξ)=0 (23)

其通解为

W(ξ)=B1cosλ(ω)ξ+B2sinλ(ω)ξ+
B3coshλ(ω)ξ+B4sinhλ(ω)ξ (24)

其中,系数B1、B2、B3、B4 可由边界条件确定。将

式(24)代入边界条件式(21a)~(21b)得出

1 0 1 0
0 1 0 1

-cosλ(ω)-sinλ(ω)coshλ(ω)sinhλ(ω)

sinλ(ω)-cosλ(ω)sinhλ(ω)coshλ(ω)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

B1
B2
B3
B4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

0
0
0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(25)
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记式(25)左端的系数矩阵为A(ω)。系数B1、

B2、B3 和 B4 有非零解的充要条件是系数矩阵

A(ω)的行列式为零,由此得到频率方程为

F(ω)=det(A(ω))

=cosλ(ω)  coshλ(ω)  +1=0 (26)
从上 述 方 程 中 得 到 各 阶 固 有 频 率 fn =

ωn/2π(n=1,2,…)后,代入齐次方程式(25)并结

合归一化条件∑
4

i=1
B2

i =1求出B1、B2、B3 和B4 的

非零解,再由式(24)给出自由振动的模态函数

W(ξ)。

2.3 简谐磁场激励下的响应

当层合梁中的磁致伸缩薄膜层受到简谐磁

场激励时,会产生周期振动。假定磁场 H(τ)沿

磁致伸缩薄膜长度方向,且是关于时间的正弦

函数:

H(τ)=H0sin2πτ (27)
从问题的数学模型来看,即在基本方程式(20)

和边界条件式(21a)和式(21b)及周期条件式(21c)
中,仅有边界条件式(21b)是非齐次的,所含q(τ)
项会引起受迫振动。这里已知激励函数:

q(τ)= 12mH2
0 1-34E1rH2

0
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 -

1
2mH2

0(1-E1rH2
0)cos4πτ-

1
8E1rmH4

0cos8πτ (28)

注意到式(28)右端共有三个激励项:常数项、
含cos4πτ项和cos8πτ项,由解的叠加和分离变量

可以设相应的挠度响应为

􀭿w(ξ,τ)=W (0)(ξ)+W (1)(ξ)cos4πτ+
W (2)(ξ)cos8πτ (29)

因此,可分为以下三种情形分别求解。

(I)常数项:q(τ)= 12mH2
0 1-34E1rH2

0
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁

外界磁场是不随时间变化的常磁场,挠度响应

与时间无关,式(20)的通解为

W (0)(ξ)=B(0)
1 ξ3+B(0)

2 ξ2+B(0)
3 ξ+B(0)

4 (30)

将上式代入边界条件式(21a)和式(21b),解出待定

常数:

B(0)
1 =B(0)

3 =B(0)
4 =0

B(0)
2 =δhL

8β
mH2

0 1-34E1rH2
0

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁

(Ⅱ)含cos4πτ项:q(τ)=-12mH2
0(1-E1rH2

0)cos4πτ

设 式 (20)的 分 离 变 量 解 为 􀭿w(ξ,τ)=
W(ξ)cos4πτ,代入式(20)后消去cos4πτ,可得关于

W(ξ)的常微分方程,其解为

W (1)(ξ)=B(1)
1 cosλ(1)ξ+B(1)

2 sinλ(1)ξ+
B(1)
3 coshλ(1)ξ+B(1)

4 sinhλ(1)ξ (31)

其中,λ(1) = [4αL4ω2/EI]1/4,系 数 B(1)
1 、B(1)

2 、

B(1)
3 、B(1)

4 可通过如下非齐次线性代数方程确定:

1 0 1 0
0 λ(1) 0 λ(1)

(λ(1))3sinλ(1) -(λ(1))3cosλ(1) (λ(1))3sinhλ(1) (λ(1))3coshλ(1)

-(λ(1))2cosλ(1) -(λ(1))2sinλ(1) (λ(1))2coshλ(1) (λ(1))2sinhλ(1)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

B(1)
1

B(1)
2

B(1)
3

B(1)
4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

0
0
0

-δhL
4β

mH2
0(1-E1rH2

0)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(32)

(Ⅲ)含cos8πτ项:q(τ)=-18E1rmH4
0cos8πτ

设解为􀭿w(2)(ξ,τ)= W (2)(ξ)cos8πτ,类似于情形

(Ⅱ),由式(20)得

W (2)(ξ)=B(2)
1 cosλ(2)ξ+B(2)

2 sinλ(2)ξ+
B(2)
3 coshλ(2)ξ+B(2)

4 sinhλ(2)ξ (33)

其中,λ(2)=[16αL4ω2/β]1
/4,系数B(2)

1 、B(2)
2 、B(2)

3 、

B(2)
4 可通过如下方程求得

1 0 1 0
0 λ(2) 0 λ(2)

(λ(2))3sinλ(2) -(λ(2))3cosλ(2) (λ(2))3sinhλ(2) (λ(2))3coshλ(2)

-(λ(2))2cosλ(2) -(λ(2))2sinλ(2) (λ(2))2coshλ(2) (λ(2))2sinhλ(2)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

B(2)
1

B(2)
2

B(2)
3

B(2)
4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

0
0
0

-δhL
16β

E1rmH4
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(34)

·3231·徐燕,等:磁致伸缩层合悬臂梁式作动器的振动分析



 

 

  将上述三种情形的解叠加,最后受迫振动的挠

度响应由式(29)给出。

3 数值结果与讨论

3.1 算例验证

为了验证层合悬臂梁振动数学模型和求解方法

的合理性,下面给出一算例,计算悬臂梁式作动器

的固有频率。
文献[8]中薄膜型双层磁致伸缩作动器的尺寸

为20mm×5mm×60μm,磁致伸缩层材料为

(Tb0.3Dy0.7)0.42Fe0.58,其弹性模量E1=50GPa,密

度ρ1=9.25×103kg/m3,泊松比ν1=0.3,磁通量

μ1=4π×10-7 N/A2,磁致伸缩模量 m=0.09×
10-12 m2/A2, 磁 弹 模 量 r= -2.77×10-20

m2/(A2·Pa),驱动频率f=500Hz。基底材料为

Si,弹性模量E2=130GPa,密度ρ2=2.33×103

kg/m3,泊松比ν2=0.28。
经过计算给出悬臂梁式作动器前6阶固有频率

的数值,列入表1。与有限元法得出的相应计算值

比较,二者之间的误差较小,从而验证了本文数学

模型和计算方法的正确性。

表1 磁致伸缩(TbDyFe)层合悬臂梁前六阶固有频率fn(n=1,…,6)

Table1 Firstsixordernaturalfrequenciesfn(n=1,…,6)ofmagnetostrictive(TbDyFe)laminatedcantilever

f1 f2 f3 f4 f5 f6
Theoreticalsolution/Hz 128.9 808.7 2264.2 4437.0 7334.6 10956.6
FEAnumericalsolution/Hz 130.8 818.8 2296.3 4514.9 7483.5 11187.0
Note:FEA—Finiteelementanalysis.

3.2 参数对固有频率的影响

固有频率是作动器振动性能的关键表征量。
针对磁致伸缩作动器的控制应用和设计,有必要

分析几何参数和材料参数对作动器固有频率的影

响。图2为磁致伸缩层和基底层厚度比c1(c1=
h1/h)、梁的厚长比c2(c2=h/L)和弹性模量比c3
(c3=E1/E2)三种参数分别对作动器固有频率的

影响曲线。可以看出,层合梁的前3阶固有频率

随厚度比c1 和弹性模量比c3 的增大而减小,而随

厚长比c2 的增大而增加。此外,还可以看出几何

和材料参数对高阶固有频率的影响较大。
经过 数 值 计 算,自 由 端 部 (x=L)的 振 幅

w(L) 与激励频率f的关系曲线如图3所示。图

中虚线为幅频曲线的垂直渐近线。当激励频率(磁
场频率)接近共振频率时,层合梁的振幅最大。值

得注意的是,垂直渐近线位置是在固有频率fn 的

一半处,即挠度产生共振的频率是输入磁场频率的

图2 磁致伸缩层合悬臂梁前3阶固有频率fn 随厚度比c1(a)、

厚长比c2(b)和弹性模量比c3(c)的变化曲线

Fig.2 Variationcurvesoffirstthreeordernaturefrequenciesfn

ofmagnetostrictivelaminatedcantileverwithrespectto

thichnessratioc1(a),thick-lengthratioc2(b)and

modulusofelasticityratioc3(c)
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二分之一,被称为“倍频”动态特性[2-3]。从激励函

数q(τ)的式(28)可知,受迫振动的激励项频率是

输入磁场频率的2倍和4倍,因此这里所计算出的

挠度响应呈现出倍频效应的动态特性是正确的。
图4为层合梁上不同点的挠度响应曲线和磁场

响应曲线。可以看出,挠度响应曲线有较好的周期

性,而且进一步验证了倍频效应,即挠度响应(输
出)频率是输入磁场频率的2倍。因此在周期交变

磁场作用下有明显的“倍频”动态特性。结果表明,
梁上不同点的挠度振动响应是同步的,且挠度响应

呈现出倍频效应,这是由于非线性本构关系式(2)
导致的。

图3 层合悬臂梁自由端的幅频曲线

Fig.3 Amplitudeoffreeendagainstfrequencyrelation

curveoflaminatecantilever
 

图4 输入磁场一个周期内在ξ=1,0.95,0.8处层合悬臂梁

无量纲挠度的响应曲线

Fig.4 Responsecurvesoflaminatecantileverdimensionless

deflectionatξ=1,0.95,0.8ininputmagneticfield

foroneperiod
 

4 结 论

(1)本文采用标准平方型力-磁耦合本构关系,

通过能量变分原理建立了磁致伸缩层合悬臂梁式作

动器振动问题的数学模型,求得了自由振动的固有

频率和受迫振动挠度响应的解析解。
(2)分析了磁致伸缩层和基底层的厚度比、厚长

比和弹性模量比对层合梁自由振动固有频率的影响。
(3)算例结果表明,在周期磁场激励下梁受迫

振动时的幅频曲线和挠度响应呈现出倍频动态

特性。
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