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含不完美界面的磁电复合材料倾斜裂纹问题

刘宝汉, 万永平*

(同济大学 航空航天与力学学院,上海200092)

摘 要: 研究了含非完美界面的双层压电/压磁复合材料中压电相存在一个倾斜于界面的III型裂纹问题。采用

弹簧型耦合界面模型模拟非完美界面,运用Fourier积分变换法将裂纹面条件转化为奇异积分方程,并使用Lo-
batto-Chebyshev方法数值求解了裂纹尖端应力强度因子(SIF)。详细地研究了裂纹尖端SIF与界面参数、压电/

压磁材料参数和材料的层厚、裂纹的倾斜角、裂纹与界面的距离等几何参数的关系。结果表明:力学不完美性可

以独立地增大SIF,而磁学、电学不完美性只有与力学不完美性耦合时才会减小SIF;力学-电学、力学-磁学不完

美性的耦合会减小SIF,而磁学-电学不完美性的耦合不会影响SIF;磁场作用下,增大压磁层弹性模量会减小

SIF,而增大压电层压电系数,减小压电层弹性模量和介电常数,均会减小SIF;界面不完美性会影响SIF随裂纹

倾斜角度或裂纹与界面之间距离的变化规律;在一定范围内增加压电层或压磁层厚度可以减小SIF。
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Aninclinedcrackinthebi-layeredpiezoelectric/piezomagneticcomposite
withimperfectinterface

LIUBaohan,WANYongping*

(SchoolofAerospaceEngineeringandAppliedMechanics,TongjiUniversity,Shanghai200092,China)

Abstract: AMode-IIIcrackinclinedtoanimperfectinterfaceinpiezoelectricphaseofabi-layeredmagnetoelectric
compositewasstudied.Acoupledinterfacialimperfectionmodelwasproposedtocharacterizetheimperfectinter-
face.Fourierintegraltransformwasappliedtoreducetheconditiononthecracksurfacetoasingularintegralequa-
tion,whichcanbenumericallysolvedbyLobatto-Chebyshevcollectionmethodforthestressintensityfactor(SIF).
Theeffectsoftheinterfacialimperfectionparameters,materialconstants,layerthickness,inclinedangle,distance
betweencracktip-aandinterfaceonSIFweresystematicallydiscussed.Severalconclusionsareyielded:themechan-
icalimperfectioncanenhancetheSIFindependently,whilethemagneticorelectricimperfectioncanreducetheSIF
onlythroughitscouplingwiththemechanicalimperfection;thecouplingofmechanical-magnetoormechanical-elec-
troimperfectioncanreducetheSIF,butthemagneto-electroimperfectioncouplingdoesnotaffectSIFinanycase;

theSIFcanbereducedbychangingmaterialconstants,suchasincreasingtheshearmoduliofpiezomagneticlayer,

decreasingtheshearmodulianddielectriccoefficientorincreasingthepiezoelectriccoefficientofpiezoelectriclayer;

thevariationofSIFversusinclinedangleordistancebetweencracktip-aandinterfacecanbeinfluencedbyinterfacial
imperfection;increasingthethicknessofpiezomagneticorpiezoelectriclayercanreducetheSIFinafiniteinterval.
Keywords: magnetoelectriccomposite;imperfectinterface;inclinedmode-IIIcrack;Fourierintegraltransform;

singularintegralequation;stressintensityfactor



 

 

  磁电复合材料是由压电材料和压磁材料通过特

殊工艺复合而成的一种新型智能材料。这种材料可

以实现力、电、磁相互转换,因而越来越广泛的被

应用于传感器、驱动器等。在磁电复合材料的长期

使用过程中,其组分材料自身及加工过程中的一些

缺陷,譬如孔洞、裂纹等很容易引起磁电复合材料

的失效,因此对磁电复合材料断裂力学行为的研究

已成为热点。
近年来,一些学者对磁电复合材料的断裂力学

行为进行了研究。李月芳[1]利用Fourier积分变换

和对偶积分方程法求解了功能梯度压电压磁材料的

反平面问题,分别分析了无限大、半无限大及条状

压电压磁材料裂纹尖端应力强度因子(SIF)、电位

移强度因子和磁感应强度因子。Liu等[2]利用细观

力学能量方法对纤维增强多铁性复合材料裂纹韧性

进行了研究。Li等[3-4]对电场或磁场作用下磁电复

合材料的III型裂纹问题进行了研究,分析了界面

裂纹、内裂纹两种情况下裂纹强度因子,提出了

“压电硬化”和“压磁硬化”效应。Wan等[5]研究了

周期性界面反平面单裂纹问题,利用周期性条件将

多层磁电复合材料界面裂纹问题转化为双层磁电复

合材料界面裂纹问题并定义了表征组分材料性能失

配比的参数,得出了在不同的失配比参数下,层厚

和材料参数对裂纹尖端SIF的影响。王炜华[6]研究

了磁电复合材料的孔边裂纹问题,分析了不同电磁

边界条件下裂纹几何参数和载荷对SIF的影响。

Yue等[7]研究了在平面电场或者磁场作用下磁电复

合材料界面周期性 Yoff型运动裂纹问题。Tian
等[8]研究了层状磁电复合材料周期性界面裂纹平面

问题。以上的研究均建立在磁电复合材料界面是完

美的情况下,然而有学者认为磁电复合材料由于制

造工艺等原因两相材料的界面可能会存在各种缺

陷,因此有必要把不完美界面的影响考虑在内。

Liu等[9]认为磁电复合材料两相之间由于高温高压

相互渗透,因此会存在比较薄的界面相,通过对几

何参数及材料参数的研究,不仅对裂纹之间的相互

影响机制做出了解释而且第一次提出了与“压电硬

化”相对应的“压电软化”的概念。Li等[10-12]分别对

含不耦合型非完美界面的压电传感器中与不完美界

面平行、垂直及成任意角度的单裂纹进行了研究,
分析了不完美界面参数对能量释放率的影响。Li
等[13-15]在研究渗透型裂纹反平面问题的过程中采

用了有厚度的耦合型非完美界面,分析了两相材料

中各存在一组平行于非完美界面的裂纹时6个界面

参数对裂纹尖端应力强度的影响。文献[16-17]利
用广义位错和Green函数法分析了含耦合型不完美

界面的非渗透型裂纹的平面问题,通过研究能量释

放率随界面参数的关系给出了不完美界面对裂纹的

影响。
目前文献中对含耦合型不完美界面的磁电复合

材料的任意角度倾斜裂纹问题鲜有报道。本文采用

不完美耦合界面模型,利用积分变换和奇异积分方

程方法研究了双层压电/压磁复合材料中压电相存

在与界面成任意角度的反平面渗透裂纹,分析了在

磁场作用下,界面参数、几何参数和材料参数对裂

纹尖端SIF的影响。

1 问题描述

含不完美界面的磁电复合材料倾斜裂纹如图1
所示,磁电复合材料由层厚分别为h1、h2 的压电层

和压磁层组成,压电层内有一与界面成θ角度的裂

纹,假设材料的极化方向沿着z轴方向,且材料处

于xoy 平面内的磁场中,磁场方向沿着y轴正向,
那么两相材料的基本方程如下:

γ(j)
χ = ∂

∂χ
wj,(j=1,2;χ=x,yorx1,y1)(1)

τ(j)χ =Mjwj,χ,(j=1,2;χ=x,yorx1,y1)
(2)

∂τ(j)x

∂x +∂τ
(j)
y

∂y =0,(j=1,2) (3)

或

∂τ(j)x1

∂x1 +
∂τ(j)y1

∂y1 =0,(j=1,2) (4)

式中:j=1,2分别指压电层和压磁层;γχ = [γχz,

Hχ,Eχ]T、τχ =[τχz,Bχ,Dχ]T、wj =[w,φ,φ]T

分别表示广义应变、广义应力和广义位移;γχz、

Hχ、Eχ 表示应变、磁场和电场;τχz、Bχ、Dχ 表示

应力、磁感应强度和电位移;w、φ、φ则相应的表

示位移、磁势和电势。材料系数矩阵形式如下:

Mj =

c(j)44 δ2jh(j)
15 δ1je(j)

15

δ2jh(j)
15 -μ

(j)
11 0

δ1je(j)
15 0 -ε(j)11  ,(j=1,2) (5)

其中,δ1j、δ2j 为Kroneckerdelta函数。
将式(1)、式(2)、式(4)代入式(3)可得

2wj =0,(j=1,2) (6)
式中, 2 为二维拉普拉斯算子。

假设两相材料之间的界面是力、电、磁不完美
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的,且三者之间存在相互耦合,根据界面不完美耦

合模型[18-19],界面条件为

τ(1)y (x,0)=τ(2)y (x,0) (7)

τ(1)y (x,0)=α[w1(x,0)-w2(x,0)] (8)
其中,

α=

α1c(0)44 α4h(0)
15 α5e(0)15

α4h(0)
15 -α2μ

(0)
11 -α6d(0)

11

α5e(0)15 -α6d(0)
11 -α3ε(0)11  (9)

式(8)中α1、α2、α3 是表征界面力学性能、磁学

导通性能、电学导通性能的系数,当三者为0时表

示界面3种不完美最严重,即界面力学脱粘,磁、
电不可导通,而值越大,说明界面不完美程度越

轻,当值无限大时说明界面趋于完美。同样α4、α5、

α6 是表征界面力磁、力电、磁电不完美耦合程度的

系数,当三者为0时,表示力、磁、电不完美相互

独立,而当三者不为0时,表示界面3种不完美之

间存在耦合,且值越大,耦合越强。
除此之外,假设裂纹是渗透型裂纹,且裂纹面

应力自由,则边界条件和连续性条件如下:

图1 含不完美界面的磁电复合材料倾斜裂纹

Fig.1 Aninclinedcrackinabi-layeredpiezoelectric/

piezomagneticmaterialwithanimperfectinterface

τ(1)yz (x,h1)=τ0,τ(2)yz (x,-h2)=τ0
H(1)

y (x,h1)=H1,H(2)
y (x,-h2)=H2

D(1)
y (x,h1)=0,D(2)

y (x,-h2)=0

(10)

τ(1)y1
(x1,0+)=τ(1)y1

(x1,0-),x1 ∈ (0,h1cscθ)

(11)

w1(x1,0+)=w1(x1,0-),x1 ∉ (a,b)

φ1(x1,0+)=φ1(x1,0-),x1 ∈ (0,h1cscθ)

φ1(x1,0+)=φ1(x1,0-),x1 ∈ (0,h1cscθ)
(12)

τ(1)y1z
(x1,0)=0,x1 ∈ (a,b) (13)
根据线性问题的叠加原理,上述问题可以认为

是以下两个子问题的叠加:(a)材料不存在裂纹,受

面内磁场和表面约束力τ0 作用,裂纹位置处反平

面剪切应力为τe;(b)压电材料存在裂纹,整个材料

只有裂纹面上承受等效剪切应力-τe。

2 磁电复合材料问题求解

2.1 磁电复合材料裂纹面等效应力

对于子问题(a),其界面条件如式(7)~(9)所
示,而边界条件和连续性条件为

τ(1)yz (x,h1)=τ0,τ(2)yz (x,-h2)=τ0
H(1)

y (x,h1)=H1,H(2)
y (x,-h2)=H2

D(1)
y (x,h1)=0,D(2)

y (x,-h2)=0

(14)

τ(1)y1
(x1,0+)=τ(1)y1

(x1,0-),x1 ∈ (0,h1cscθ)

(15)

w1(x1,0+)=w1(x1,0-),x1 ∈ (0,h1cscθ)(16)

τ(1)y1z
(x1,0)=τe,x1 ∈ (a,b) (17)
由于问题(a)中载荷及材料属性都不随坐标x

发生变化,因此可以认为广义位移场只是坐标y的

线性函数[6]:

wj =Ajy+Bj,j=1,2 (18)
其中:Aj = [awj,aφj,aφj];Bj = [bwj,bφj,bφj]。

通过边界条件(14)及界面条件式(7)~(9)可得

问题(a)中裂纹面等效剪切应力τe 如下:

τ0 =c(2)44
h(2)
15
[μ

(1)
11H1-(1+k2m)μ

(2)
11H2]

τe=τ0cosθ
(19)

式中,km = h(2)
15

c(2)44m(2)
11

称为压磁硬化系数[2]。

2.2 磁电复合材料断裂分析

在问题(b)中,已假设裂纹是可渗透的,则该

问题的边界条件和连续性条件为

τ(1)y (x,h1)=0 (20)

τ(2)y (x,-h2)=0 (21)

τ(1)y1
(x1,0+)=τ(1)y1

(x1,0-),x1 ∈ (0,h1cscθ)

(22)

w1(x1,0+)=w1(x1,0-),x1 ∉ (a,b)

φ1(x1,0+)=φ1(x1,0-),x1 ∈ (0,h1cscθ)

φ1(x1,0+)=φ1(x1,0-),x1 ∈ (0,h1cscθ)
(23)

τ(1)y1z
(x1,0)=-τe,x1 ∈ (a,b) (24)
由Fourier积分变换满足式(21)所示边界条件

的压磁层广义位移场形式为

w2 = 1
2π∫

∞

-∞

A2[e ξ y +e- ξ (y+2h2)]e-iξxdξ (25)

其中,A2 = [Aw2,Aφ2,Aφ2]。
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基于Fourier积分变换和叠加原理[20-22]得含倾

斜裂纹的压电层在坐标系xoy中的广义位移场形式

为

w1(x,y)= 1
2π∫

∞

-∞

Ge- ξ (ycosθ-xsinθ)e-iξ(xcosθ+ysinθ)dξ+

1
2π∫

∞

-∞

[A1e ξ y +B1e- ξ y]e-iξxdξ,

y1 >0 (26)

w1(x,y)= 1
2π∫

∞

-∞

Fe ξ (ycosθ-xsinθ)e-iξ(xcosθ+ysinθ)dξ+

1
2π∫

∞

-∞

[A1e ξ y +B1e- ξ y]e-iξxdξ,

y1 <0 (27)
同样可得压电层广义位移场在坐标系中的形

式为

w1(x1,y1)= 1
2π∫

∞

-∞

[A1e ξ (x1sinθ+y1cosθ)+

B1e- ξ (x1sinθ+y1cosθ)]×e-iξ(x1cosθ-y1sinθ)dξ+

1
2π∫

∞

-∞

Ge- ξ y1e-iξx1dξ,

y1 >0 (28)

w1(x1,y1)= 1
2π∫

∞

-∞

[A1e ξ (x1sinθ+y1cosθ)+

B1e- ξ (x1sinθ+y1cosθ)]×e-iξ(x1cosθ-y1sinθ)dξ+

1
2π∫

∞

-∞

Fe ξ y1e-iξx1dξ,y1 <0 (29)

式中:A1 = [Aw1,Aφ1,Aφ1];B1 = [Aw1,Aφ1,
Aφ1];F= [Fw,Fφ,Fφ];G= [Gw,Gφ,Gφ]。

为使用奇异积分方程法求解裂纹问题,引入以

下辅助函数:

g(x1)=

  
w1,x1

(x1,0+)-w1,x1
(x1,0-),x1 ∈ (a,b)

0,(0,a]∪ [b,h1cscθ) 
(30)

由位移单值条件可知:

∫
b

a

g(t)dt=0 (31)

对式(30)进行傅里叶变换得

w1(x1,0+)-w1(x1,0-)=

  12π∫
∞

-∞

i
ξ∫

b

a

g(t)eiξ(t-x1)dt  dξ,x1 ∈ (a,b)(32)

由式(22)~(23)、式(28)、式(29)、式(32)
可得

Fw =-Gw =-i
2ξ∫

b

a

I0g(t)eiξtdt (33)

将式(26)~(27)代入式(2)得到τ(1)yz ,然后代入

式(20)得

B1 =e2h1 ξ A1+∫
b

a

Q1I0g(t)dt (34)

式中:I0 = [1,0,0];Q1 的具体形式见附录。
将式(2)、式(26)~(27)、式(33)~(34)代入

式(7)~(8),可得代数方程组:
(e2h1 ξ -1)M1A1-(e-2h2 ξ -1)M2A2

  =∫
b

a

M1I0(Q2-Q1)g(t)dt (35)

[(1-e2h1 ξ )ξM1-(1+e2h1 ξ )α]A1+
  (1+e-2h2 ξ )αA2 =

  ∫
b

a

[ξM1I0(Q1-Q2)+

  (Q1+Q3)αI0]g(t)dt (36)
求解式(35)~(36)得

A1 =∫
b

a

H(t,ξ)g(t)dt (37)

式中:H(t,ξ)= [H11(t,ξ),H21(t,ξ),H31(t,

ξ)];Q2 和Q3 为已知函数,具体形式见附录。

最后将式(28)~(29)代入式(2)得到τ(1)y1z
,则由

式(24)可得到奇异积分方程:

1
π∫

b

a

1
t-x1+Q7(x1,t)+R(x1,t)  g(t)dt=

  -2τe
c(1)44

(38)

为了 将 上 式 转 化 为 标 准 形 式,引 入 以 下

变量[23]

t=a0t􀮨+a+b
2
,x1=a0x􀮨+a+b

2
,g(t)=2τec(1)44 g􀮨(t􀮨)

(39)
式(38)可以改写为

1
π∫

1

-1

1
t􀮨 -x􀮨

+Q7
􀮨(t􀮨,x􀮨)+R􀮨(t􀮨,x􀮨)􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 g􀮨(t􀮨)dt􀮨 =-1,

 -1<x􀮨 <1 (40)
其中,
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R􀮨(x􀮨,t􀮨)=a0R a0x􀮨+a+b
2
,a0t􀮨 +a+b

2  ,
Q7
􀮨(x􀮨,t􀮨)=a0Q7 a0x􀮨+a+b

2
,a0t􀮨 +a+b
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其中,R􀮨(x􀮨,t􀮨)和Q7
􀮨(x􀮨,t􀮨)的具体形式见附录。

根据Lobatto-Chebyshev方法[24-25],可以取

g􀮨(t􀮨)= f(t􀮨)

1-t􀮨2
(42)

其中,f(t􀮨)为区间[-1,1]上的有界连续函数,将

式(40)离散为下列线性代数方程组:

∑
m

j=0
λjf(tj

􀮨) 1
tj
􀮨-xk

􀮨+Q7
􀮨(tj

􀮨,xk
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􀮨,xk
􀮨)􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =

  -m (43)
其中,

xk
􀮨 =cos2k-1

2m π  ,k=1,2,…,m

tj
􀮨 =cosjπ

m  ,j=0,1,2…,m
(44)

λ0 =λm = 12
,λ1 = …λm-1 =1 (45)

而式(31)可以改写为

∑
m

j=0
λjf(tj

􀮨)=0 (46)

表1 压磁材料CoFe2O4 常数[13]

Table1 MaterialconstantsofCoFe2O4
[13]

c(2)44/(N·m-1) h(2)15/(N·A-1·m-1) μ(2)11/(N·s2·C-2) ε(2)11/(C2·N-1·m-2)

4.53×1010 5.5×102 5.9×10-4 8×10-11

Notes:c44—Shearmodule;h15—Piezomagneticcoefficient;ε11—Dielectriccoefficient.

表2 压电材料BaTiO3常数[13]

Table2 MaterialconstantsofBaTiO3
[13]

c(2)44/(N·m-1) e(1)15/(C·m-2) μ(1)11/(N·s2·C-2) ε(1)11/(C2·N-1·m-2)

4.3×1010 11.6 5.6×10-6 1.12×10-8

Note:e15—Piezoelectriccoefficient.

表3 参考磁电弹材料常数[13]

Table3 Referenceconstantsofmagnetoelectroelasticmaterial[13]

c(0)44/(N·m-2) μ(0)11/(N·s2·C-2) ε(0)11/(C2·N-1·m-2) h(0)15/(N·A-1·m-1) e(0)15/(C·m-2) d(1)11/(N·s2·V-1·C-1)

4.3×1010 -2.97×10-4 5.64×10-9 2.75×102 5.8 5.367×10-12

Note:d11—Megnetoelectriccoefficient.

根据线弹性断裂力学,该问题的裂纹尖端SIF
可以定义为[26-27]

Ka = lim
x1->a

-
2π(a-x1)τyz(x1,0),

Kb = lim
x1->b

+
2π(x1-b)τyz(x1,0)

(47)

于是有

Ka = πa0τef(-1),Kb =- πa0τef(1) (48)
求解线性方程组后可求得SIF。

3 算例分析

为了分析不完美界面参数、材料参数和几何参

数对裂纹尖端 SIF的影响,选取工程中常用的

CoFe2O4 作为压磁材料,BaTiO3 作为压电材料。
假设施加的磁场为 H1=H2=-1.0105A/m。

3.1 界面不完美性对SIF的影响

本小节分析了界面不完美系数对裂纹尖端SIF
影响。为方便研究,计算中取h1=5a0,h2=h1,
h0=0.01a0,θ=45°。
3.1.1 界面力学不完美性的影响

图2为SIF随α1 的变化。可知,无论α4 和α5
是否为0,SIF均随α1 增大而减小;而当α1 足够大

时,SIF不随其变化。因此,界面力学不完美性可

以独立影响SIF,界面力学性能越差,SIF越大,而

当界面力学性能趋于完美时,SIF不受影响。

3.1.2 界面磁学导通性的影响

图3为SIF随α2 的变化。可知,当α4 为0时,
SIF不随α2 变化;当α4 不为0时,SIF随α2 增大而

增大;但当α2 足够大时,SIF几乎不随其变化。说

明界面磁学导通性只有与力学不完美性耦合时才会

对SIF产生影响,且界面磁学导通性越差,SIF越

小;当界面趋于磁学完全可导通时,SIF几乎不受

影响。此外,无论α6 是否为0,SIF都不随α2 发生

变化,说明无论界面磁学和电学导通性是否耦合,
对裂纹尖端SIF均不会产生影响。

3.1.3 界面电学导通性的影响

图4为SIF随α3 的变化。可知,当α5 为0时,
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图2 力学不完美性对磁电复合材料应力强度因子(SIF)的影响

Fig.2 Effectofmechanicalimperfectiononstressintensityfactor
(SIF)ofpiezoelectric/piezomagneticcomposite

 

SIF不随α3 发生变化,当α5 不为0时,SIF随α3 增

大而增大,但α3 足够大时,SIF几乎不再随其变

化。说明界面电学导通性只有与力学不完美耦合时

才会对SIF产生影响,且电学导通性越差,SIF越

小;当界面趋于电学完全可导通时,SIF几乎不受

影响。此外,无论α6是否为0,SIF都不随α3变化,
说明无论界面电学-磁学导通性是否耦合对裂纹尖

端SIF均不会产生影响。

3.1.4 界面力学不完美性与磁学导通性耦合的

影响

图5为裂纹尖端SIF随α4 的变化。可知,SIF
随α4 的增大而减小,但当α4 足够大时,SIF几乎不

再随其变化。说明界面力学不完美性与磁学导通性

耦合有助于减小SIF,且耦合越强SIF越小,但当

耦合足够强时,对SIF不再有影响。

3.1.5 界面力学不完美性与电学导通性耦合的影响

图6为裂纹尖端SIF随α5 的变化。可知,SIF

图3 磁学不完美性对磁电复合材料SIF的影响

Fig.3 EffectofmegneticimperfectiononSIFof

piezoelectric/piezomagneticcomposite
 

随α5 的增大而减小,但当α5 足够大时,SIF几乎

不再随其变化。因此界面力学不完美性与电学导

通性耦合有助于减小SIF,且耦合越强应力强度

因子越小,但当耦合足够强时,对SIF几乎不再有

影响。

3.1.6 磁-电不完美耦合的影响

图7为SIF随α6的变化。可知,SIF不随α6的

变化而变化。由此说明界面磁学导通性和电学导通

性耦合不会对SIF产生影响。除上述结论外,在界

面力、磁、电不完美较严重且相互耦合比较弱时,

SIFa端大于b端,而界面趋于完美或力、磁、电不

完美之间耦合很强时则结论刚好相反,说明界面不

完美性及其之间的耦合对靠近界面的裂纹尖端影响

更大。

3.2 材料参数对SIF的影响

本小节分析了材料参数对SIF的影响。计算中

h1=5a0,h2=h1,h0=0.01a0,θ=15°,α1 =α2 =
α3 =α,α4 =α5 =α6 =0。
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图4 电学不完美性对磁电复合材料SIF的影响

Fig.4 EffectofelectricimperfectiononSIFof

piezoelectric/piezomagneticcomposite
 

3.2.1 弹性模量的影响

图8为SIF随两相材料的弹性模量的变化。可

知,SIF随压电层弹性模量增大而增大,但随压磁

层弹性模量增大而减小。由于磁场作用下压磁层发

生主动变形而压电层发生被动变形,压磁层刚度增

大导致主动变形减小,进而压电层SIF减小,而压

电层刚度增大则会使自身载荷分担比增大,进而增

大SIF。

3.2.2 压磁层其他材料参数的影响

图9表明SIF不随压磁层其他材料系数发生变

化,说明压磁层中压磁系数和磁导率及介电系数对

应力强度因子不会产生影响。

3.2.3 压电层其他材料参数的影响

图10为SIF随压电层其他材料参数的变化。
可知,SIF不随压电材料的磁导率发生变化,却随

着压电常数的增大而减小,随介电常数的增大而

增大。与前述解释相似,减小压电系数或者增大

介电常数都相当于增大了被动层材料的刚度,因

图5 力-磁不完美性耦合对磁电复合材料SIF的影响

Fig.5 Effectofmechanical-magnetoimperfectioncoupling

onSIFofpiezoelectric/piezomagneticcomposite
 

而会增大SIF。

3.3 几何参数对SIF的影响

本小节分析裂纹倾斜角度、裂纹与界面的距离

和层厚对SIF的影响。计算中取α1 =α2 =α3 =α,

α4 =α5 =α6 =0。

3.3.1 裂纹倾斜角度的影响

图11为裂纹两端SIF随θ的变化,在计算中

取h1=5a0,h2=h1,h0=0.01a0。可以看出,裂

纹两端SIF随θ的变化规律与界面不完美有关。
当界 面 力、电、磁 不 完 美 非 常 严 重 时,如α=
0m-1,θ从90°趋近0°的过程中,裂纹两端SIF均

随之增大,且当θ从10°趋近0°时,SIF增加尤为

剧烈;当界面力、电、磁不完美比较严重时,如

α=3000m-1,θ从90°趋近0°的过程中,裂纹尖

端a的SIF先增大后减小,且在10°左右最大,而

裂纹尖端b的SIF持续增大;当界面趋于完美时,
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图6 力-电不完美性耦合对磁电复合材料SIF的影响

Fig.6 Effectofmechanical-electroimperfectioncouplingon

SIFofpiezoelectric/piezomagneticcomposite
 

如α=106m-1,θ从90°趋近0°的过程中,裂纹两

端SIF都随之增大,但当θ从10°趋近0°时,SIF
变化很小。

3.3.2 裂纹与界面距离的影响

图12所示为裂纹两端SIF随h0 的变化,计算

中取h1=5a0,h2=h1,θ=75°。可知,SIF随h0 的

变化规律与界面不完美有关。当界面不完美比较严

重时,若裂纹离界面较近,如h0<a0时,SIF随h0
减小而急剧增大,且a端大于b端,而当裂纹离界

面较远时,如h0 >2a0 时,SIF随h0 增大而增大,
且a端小于b端,这是由于裂纹靠近界面时,界面

的不完美会增大SIF,且对a端影响更大,而远离

界面时,边界效应会增大SIF,且对b端影响更大;
当界面趋于完美时,裂纹尖端SIF随h0 的增大而

增大,且若裂纹靠近界面,如h0<0.5a0 时,裂纹

尖端a的SIF随着h0的减小而急剧减小,而裂纹远

离界面如h0 >2a0 时,裂纹尖端b的SIF随着h0

图7 磁-电不完美性耦合对磁电复合材料SIF的影响

Fig.7 Effectofmegneto-electroimperfectioncoupling

onSIFofpiezoelectric/piezomagneticcomposite
 

图8 弹性模量对磁电复合材料SIF的影响

Fig.8 EffectoftheshearmodulionSIFof

piezoelectric/piezomagneticcomposite
 

的增大而急剧增大。

3.3.3 材料层厚的影响

图13为SIF随压磁层与压电层厚度比的变化。
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图9 压磁层系数对磁电复合材料SIF的影响

Fig.9 EffectofmaterialinpiezomagneticlayeronSIFof

piezoelectric/piezomagneticcomposite
 

图10 压电层系数对磁电复合材料SIF的影响

Fig.10 Effectofthematerialinpiezoelectriclayer

onSIFofpiezoelectric/piezomagneticcomposite
 

计算中取h1=5a0,h0=0.01a0,θ=1°。可以看出,
当厚度比小于1时,SIF随厚度比的增加急剧减

小,而当厚度比大于1时,SIF不随厚度比的增加

而变化。上述说明在磁场作用下,当主动层厚度小

于被动层厚度时,增加主动层厚度有助于减小

SIF,但当主动层厚度大于被动层厚度时,增加主

动层厚度对减小SIF并无助益。除此之外,当α=
0m-1,即力学脱粘,磁电不可渗透时,压磁层厚度

的变化对SIF没有影响。
图14为SIF随压电层厚度的变化。计算中取

h2=h1,h0=0.01a0,θ=1°。由图14(a)可以看

出,当界面不完美很严重,如α<100m-1时,SIF
随压电层厚度的增大几乎不变,而当界面不完美

逐渐减轻时,SIF随着压电层厚度的增加明显的

减小,且当h1 足够大时,SIF不会再发生变化。

图11 裂纹角度对磁电复合材料SIF的影响

Fig.11 EffectoftheinclinedangleonSIFof

piezoelectric/piezomagneticcomposite
 

因此,当层厚比一定时,增大压电层厚度有助于

减小SIF。
除上述结论外,在对几何参数的研究中,当不

完美界面参数足够大,如α=106m-1时,裂纹尖端

SIF随几何参数的变化关系及数值大小和完美界面

完全吻合,说明了本文的界面不完美耦合模型可以

退化到完美界面的情形。

4 结 论

本文采用界面不完美耦合模型,利用Fourier
积分变换和奇异积分方程数值解法研究了含不完美

界面的磁电复合材料中含任意角度倾斜裂纹问题。
通过具体的算例分析,讨论了不完美界面的6个参

数、两相材料的材料参数和模型的几何参数对裂纹

尖端应力强度因子(SIF)的影响。
(1)界面力学不完美性可以独立增大应力强度

因子,但磁学、电学不完美只有与力学不完美耦合

时才会减小SIF;
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图12 裂纹与界面距离h0/a0 对磁电复合材料SIF的影响

Fig.12 Effectofthedistanceh0/a0betweencrackand

interfaceonSIFofpiezoelectric/piezomagneticcomposite
 

图13 压磁层厚度h2/h1 对磁电复合材料SIF的影响

Fig.13 Effectofthethicknessofpiezomagneticlayerh2/h1

onSIFofpiezoelectric/piezomagneticcomposite
 

(2)力学-磁学不完美性和力学-电学不完美性

耦合越强,SIF越小,而磁学-电学不完美耦合对

SIF没有影响;
(3)在磁场作用下,增大压磁层弹性模量会减

小SIF,而减小压电层弹性模量和介电常数或者增

大压电常数均会减小SIF;

图14 压磁层厚度h1/a0 对磁电复合材料SIF的影响

Fig.14 Effectofthethicknessofpiezoelectriclayerh1/a0

onSIFofpiezoelectric/piezomagneticcomposite
 

(4)裂纹尖端SIF随裂纹倾斜角度和裂纹尖端

与界面之间距离的变化规律与界面的不完美程度

有关;
(5)界面力学脱粘,磁电不可渗透时,材料层

厚度对SIF没有影响,除此外,在一定范围内,增

加材料层厚度有助于减小SIF。
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附录:

Q1 = 1
4πξ

eh1 ξ +ih1ξcotθ× e-iθ∫
∞

-∞

eiλ(t-h1cscθ)

ξ-λe-iθdλ-eiθ∫
∞

-∞

eiλ(t-h1cscθ)

ξ-λeiθdλ  (A.1)

Q2 = 1
4πξ

× e-iθ∫
∞

-∞

eiλt

ξ-λe-iθdλ-eiθ∫
∞

-∞

eiλt

ξ-λeiθdλ  (A.2)

Q3 = 1
4π×∫

∞

-∞

eiλt
λ(ξ-λeiθ)dλ+∫

∞

-∞

eiλt
λ(ξ-λe-iθ)dλ  (A.3)

Q7(x1,t)=eiθ∫
0

-∞
eξx1(sinθ-icosθ)Q1ξdξ-e-iθ∫

∞

0
e-ξx1(sinθ+icosθ)Q1ξdξ (A.4)

H11(t,ξ)=
P6P8Q4-P5P9Q4-P3P8Q5+P2P9Q5+P3P5Q6-P2P6Q6

P3P5P7-P2P6P7-P3P4P8+P1P6P8+P2P4P9-P1P5P9

H21(t,ξ)=
-P6P7Q4+P4P9Q4+P3P7Q5-P1P9Q5-P3P4Q6+P1P6Q6

P3P5P7-P2P6P7-P3P4P8+P1P6P8+P2P4P9-P1P5P9

H31(t,ξ)=
P5P7Q4-P4P8Q4-P2P7Q5+P1P8Q5+P2P4Q6-P1P5Q6

P3P5P7-P2P6P7-P3P4P8+P1P6P8+P2P4P9-P1P5P9

(A.5)

P1(ξ)=c(1)44 (1-e2h1 ξ )ξ -c(0)44 (1+e2h1 ξ )α1+
(1-e2h1 ξ )(1+e-2h2 ξ )

1-e-2h2 ξ ×

c(1)44 (c(0)44ε(2)11μ
(2)
11α1+h(0)

15h(2)
15ε(2)11α4)+e(0)15e(1)15 (-(h(2)

15 )2-c(2)44μ
(2)
11 )α5

(h(2)
15 )2ε(2)11 +c(2)44ε(2)11μ

(2)
11  (A.6)

P2(ξ)=-(1+e2h1 ξ )h(0)
15α4-

(1-e2h1 ξ )(1+e-2h2 ξ )
1-e-2h2 ξ ×μ

(1)
11

c(0)44h(2)
15ε(2)11α1-c(2)44h(0)

15ε(2)11α4
(h(2)
15 )2ε(2)11 +c(2)44ε(2)11μ

(2)
11  (A.7)

P3(ξ)= (1-e2h1 ξ )e(1)15 ξ -(1+e2h1 ξ )e(0)15α5+
(1-e2h1 ξ )(1+e-2h2 ξ )

1-e-2h2 ξ ×

e(1)15 (c(0)44ε(2)11μ
(2)
11α1+h(0)

15h(2)
15ε(2)11α4)-e(0)15ε(1)11 (-(h(2)

15 )2-c(2)44μ
(2)
11 )α5

(h(2)
15 )2ε(2)11 +c(2)44ε(2)11μ

(2)
11  (A.8)

P4(ξ)=-(1+e2h1 ξ )h(0)
15α4+

(1-e2h1 ξ )(1+e-2h2 ξ )
1-e-2h2 ξ ×

c(1)44 (h(0)
15ε(2)11μ

(2)
11α4-h(2)

15ε(2)11μ
(0)
11α2)-d(0)

11e(1)15 (-(h(2)
15 )2-c(2)44μ

(2)
11 )α6

(h(2)
15 )2ε(2)11 +c(2)44ε(2)11μ

(2)
11  (A.9)

P5(ξ)=-(1-e2h1 ξ )ξμ
(1)
11 +(1+e2h1 ξ )μ

(0)
11α2-

(1-e2h1 ξ )(1+e-2h2 ξ )μ
(1)
11

c(2)44ε(2)11μ
(0)
11α2+h(0)

15h(2)
15ε(2)11α4

(h(2)
15 )2ε(2)11 +c(2)44ε(2)11μ

(2)
11  

1-e-2h2 ξ
(A.10)

P6(ξ)=d(0)
11 (1+e2h1 ξ )α6+

(1-e2h1 ξ )(1+e-2h2 ξ )
1-e-2h2 ξ ×

e(1)15 (h(0)
15ε(2)11μ

(2)
11α4-h(2)

15ε(2)11μ
(0)
11α2)+d(0)

11ε(1)11 (-(h(2)
15 )2-c(2)44μ

(2)
11 )α6

(h(2)
15 )2ε(2)11 +c(2)44ε(2)11μ

(2)
11  (A.11)

P7(ξ)= (1-e2h1 ξ )e(1)15 ξ -(1+e2h1 ξ )e(0)15α5+
(1-e2h1 ξ )(1+e-2h2 ξ )

1-e-2h2 ξ ×

c(1)44 (e(0)15ε(2)11μ
(2)
11α5-d(0)

11h(2)
15ε(2)11α6)-e(1)15ε(0)11 (-(h(2)

15 )2-c(2)44μ
(2)
11 )α3

(h(2)
15 )2ε(2)11 +c(2)44ε(2)11μ

(2)
11  (A.12)

P8(ξ)=d(0)
11 (1+e2h1 ξ )α6-

(1-e2h1 ξ )(1+e-2h2 ξ )
1-e-2h2 ξ ×μ

(1)
11

e(0)15h(2)
15ε(2)11α5+c(2)44d(0)11ε(2)11α6

(h(2)
15 )2ε(2)11 +c(2)44ε(2)11μ

(2)
11  (A.13)

P9(ξ)=-(1-e2h1 ξ )ε(1)11 ξ +(1+e2h1 ξ )ε(0)11α3+
(1-e2h1 ξ )(1+e-2h2 ξ )

1-e-2h2 ξ ×

ε(0)11ε(1)11 (-(h(2)
15 )2-c(2)44μ

(2)
11 )α3+e(1)15 (e(0)15ε(2)11μ

(2)
11α5-d(0)

11h(2)
15ε(2)11α6)

(h(2)
15 )2ε(2)11 +c(2)44ε(2)11μ

(2)
11  (A.14)
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Q4(ξ)=c(1)44 (Q1-Q2)ξ +c(0)44 (Q1+Q3)α1+
(1+e-2h2 ξ )(Q1-Q2)

1-e-2h2 ξ ×

c(1)44 (c(0)44ε(2)11μ
(2)
11α1+h(0)

15h(2)
15ε(2)11α4)+e(1)15e(1)15 (-(h(2)

15 )2-c(2)44μ
(2)
11 )α5

(h(2)
15 )2ε(2)11 +c(2)44ε(2)11μ

(2)
11  (A.15)

Q5(ξ)=h(0)
15 (Q1+Q3)α4+

(1+e-2h2 ξ )(Q1-Q2)
1-e-2h2 ξ ×

c(1)44 (h(0)
15ε(2)11μ

(2)
11α4-h(2)

15ε(2)11μ
(0)
11α2)-d(0)

11e(1)15 (-(h(2)
15 )2-c(2)44μ

(2)
11 )α6

(h(2)
15 )2ε(2)11 +c(2)44ε(2)11μ

(2)
11  (A.16)

Q6(ξ)=e(1)15 (Q1-Q2)ξ +e(0)15 (Q1+Q3)α5+
(1+e-2h2 ξ )(Q1-Q2)

1-e-2h2 ξ ×

c(1)44 (e(0)15ε(2)11μ
(2)
11α5-d(0)

11h(2)
15ε(2)11α6)-e(1)15ε(0)11 (-(h(2)

15 )2-c(2)44μ
(2)
11 )α3

(h(2)
15 )2ε(2)11 +c(2)44ε(2)11μ

(2)
11  (A.17)

R(x1,t)=∫
0

-∞
(e-2h1ξ+x1ξ(sinθ-icosθ)+iθ -e-x1ξ(sinθ+icosθ)-iθ)ξITM1Ηdξ-

∫
∞

0
(ex1ξ(sinθ-icosθ)+iθ -e2h1ξ-x1ξ(sinθ+icosθ)-iθ)ξITM1Ηdξ (A.18)
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