
 

 

复 合 材 料 学 报 第34卷  第12期  12月  2017年

ActaMateriaeCompositaeSinica Vol.34 No.12 Dec 2017

DOI:10.13801/j.cnki.fhclxb.20170412.002

收稿日期:2016-12-27;录用日期:2017-04-06;网络出版时间:2017-04-12 16:54
网络出版地址:http://kns.cnki.net/kcms/detail/11.1801.TB.20170412.1654.004.html
基金项目:陕西省建设科技计划(2016-K83)
通讯作者:杨应华,博士,教授,博士生导师,研究方向为结构工程、钢结构、混合结构 E-mail:yhyang@xauat.edu.cn
引用格式:杨应华,郭生栋.含剪胀效应界面张力-位移关系的一种构造方法[J].复合材料学报,2017,34(12):2890-2901.

YANGYinghua,GUOShengdong.Amethodfordetermininginterfacialtraction-separationlawwithdilatancy[J].ActaMateriae
CompositaeSinica,2017,34(12):2890-2901(inChinese).

含剪胀效应界面张力-位移关系的一种构造方法

杨应华*, 郭生栋
(西安建筑科技大学 土木工程学院,西安710055)

摘 要: 为了研究异种材料界面的开裂过程,在Sørensen等人工作的基础上,给出一种含剪胀效应张力-位移关

系的构造方法。在界面受拉状态下,通过预先给定的剪胀函数及法向张力-位移关系导出切向张力-位移关系;在
界面受压状态下,将切向张力分解为粘结力和摩擦力,摩擦力的大小与法向压力和粘结界面的破坏程度相关。该

方法的结果解释了Sørensen模型中切向张力-位移关系不连续及其不符合一致关联准则的原因。为便于进行数值

计算,给出了用于三维有限元模型的界面刚度矩阵计算方法。选取了一种特定形式的剪胀函数,并将法向张力-
位移关系假定为分段线性形式和指数形式,分别求得对应的切向张力-位移关系。最后给出了两个工程应用的例

子,数值模拟结果与试验数据吻合较好。
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Amethodfordetermininginterfacialtraction-separationlawwithdilatancy

YANGYinghua*,GUOShengdong
(SchoolofCivilEngineering,Xi’anUniversityofArchitectureandTechnology,Xi’an710055,China)

Abstract: BasedontheworkconductedbySørensenetc.,amethodfordetermininginterfacialtraction-separation
lawwithdilatancywaspresentedtoinvestigateinterfacialcrackingprocessesofcomposites.Thetangentialtraction-
separationlawwasderivedviaapre-definedsheardilationfunctionandthenormaltraction-separationlawwhilethe
interfacewasintension.Onthecontrary,thetangentialtractionwasdecomposedintobondstrengthandfriction
strengthwhiletheinterfacewasincompression.Thefrictionstrengthisrelatedtothenormalpressureandthedam-
ageprocessonthecohesiveinterface.Theresultsofthemethodexplainwhythetangentialtraction-separationlawof
Sørensenmodelisnotcontinuousandviolatestheconsistentlycoupledrule.Inordertofacilitatenumericalsimula-
tion,expressionsofinterfacestiffnessmatrixapplyingtothreedimensionalfiniteelementmodelswerealsopresen-
ted.Thenaparticularsheardilationfunctionwasadoptedandthenormaltraction-separationlawwasassumedas
multilinearformandexponentialform,respectively.Thecorrespondingtangentialtraction-separationlawwasde-
rivedapplyingthemethodpresentedinthispapertothosefunctions.Finally,twoexamplesofengineeringapplica-
tionweregiven.Thesenumericalsimulationresultsareingoodagreementwiththeexperimentaldata.
Keywords: mixedmodefracture;debonding;interfaceseparation;interfacialproperties;finiteelementmethod;

stiffnessmatrix

  内聚力模型(CohesiveZoneModels,CZM)最
初由Barenblatt[1]和 Dugdale[2]提出,用于分析金

属材料弹塑性断裂问题。Hillerborg等[3]细致地的

研究了混凝土裂纹前缘微裂区的性态,提出了虚拟

裂纹模型(FictitiousCrackModel,FCM)及断裂能

的概念,并将其应用于有限元计算。内聚力模型避

免了裂纹尖端应力奇异性问题,广泛用于模拟裂纹

扩展行为和复合材料的界面力学行为[4]。徐强和卢



 

 

子兴等[5-6]利用连续介质力学理论建立了弹塑性界

面内聚力模型和黏塑性界面内聚力模型,用于复合

材料界面在准静态载荷和动态载荷下的脱粘分析。
卢子兴等[7]基于3D编织复合材料的细观结构,在

纱线与基体界面引入内聚力模型,对材料的单轴拉

伸应力-应变行为进行了渐进损伤数值模拟。此外,
内聚力模型还有效地应用在层合板低速冲击损伤、
脆性材料及其界面的开裂等问题研究[8-10]中。

内聚力模型的一种实现方法是将开裂面上的张

力表示为张开位移的函数,在典型的张力-位移关

系(Traction-SeparationLaws)中,界面张力随界面

相对位移的增加上升到某一峰值后开始下降直至达

到零。它的一个优点是将断裂面的粘结强度与断裂

能结合起来。应用最多的张力-位移关系有分段线

性形式[11-15]和指数形式[16-19]两种类型,Tvergaard
等[12]的研究指出,在小范围屈服的断裂过程中,张

力峰值和张力-位移关系曲线下方的面积是最重要

的两个参数,而张力-位移关系曲线的形状相对而

言并不重要。
对于给定的张力-位移关系,如果界面法向张

力只决定于界面间法向相对位移,而与界面间切向

相对位移无关,则称此张力-位移关系为非耦合的;
反之,则称张力-位移关系是耦合的。非耦合张力-
位移关系的应用具有很大的局限性,仅适用于界面

被限定为单一开裂模式(ModeⅠ或 ModeⅡ)的情

况。真 实 界 面 的 开 裂 通 常 为 复 合 模 式 (Mixed
Mode),需要用耦合的张力-位移关系进行描述。何

铭华等[19]指出,耦合的张力-位移关系应满足一致

关联准则,即界面法向相对位移的增加可导致切向

粘结强度降低并最终消失,界面切向相对位移的增

加亦可导致法向粘结强度降低并最终消失。

Xu等[16]和Park等[20]通过对势函数求导得到

耦合的张力-位移关系,这个势函数表示界面单位

面积上的张力在对应位移上做功的总和。基于势函

数的张力-位移关系中,张力做功的大小与位移路

径无关。然而,一些学者的研究表明张力做功与位

移路径有关,如Cervenka等[21]指出水泥材料粘结

界面断裂能的大小依赖于加载路径,且纯Ⅰ型和Ⅱ
型开裂具有不同的断裂能。McGarry等[22]的研究

指出了基于势函数的张力-位移关系在描述复合模

式开裂问题中的不足,并给出几种修正的张力-位
移关系,这些修正的张力-位移关系不能通过对某

一势函数求导得到。

Leffler[23]、Högberg[24]和Sørensen等[25]在试

验中观察到粘结界面的剪胀现象,即:界面法向张

力为零的条件下,施加界面切向相对位移会产生一

定量的界面法向相对位移。Sørensen等[26]认为剪

胀起因于:(1)主拉应力在界面粘结层内诱发的规

则排列的斜向微裂纹;(2)界面间连接纤维的压屈;
(3)界面粗糙表面的相互错动。在上述分析的基础

上,Sørensen等[26]给出基于势函数的耦合张力-位
移关系(Sørensen模型),该模型可描述单调加载界

面开裂过程中的剪胀效应。Sørensen模型并不满

足一致关联准则,且切向张力与切向相对位移关系

不连续。
受Sørensen等研究工作的启发,本文给出一

种含剪胀效应界面张力-位移关系的构造方法。在

界面受拉状态下,通过预先定义的剪胀函数和假定

的法向张力-位移关系导出切向张力-位移关系;在
界面受压状态下,在切向张力中计入摩擦力的影

响,摩擦力的大小与法向压力及粘结界面破坏程度

相关。根据该方法的结论,本文指出了Sørensen
模型切向张力-位移关系不连续以及违反一致关联

准则的原因。根据所得张力-位移关系,将切向张

力在切平面内沿任意相互正交的两个方向分解,给

出界面刚度矩阵的计算方法。选取一种特定形式的

剪胀函数并将法向张力-位移关系假定为最常用的

分段线性形式和指数形式,按本文方法推导出相应

的切向张力-位移关系。按所得的两种张力-位移关

系编写通用有限元程序 ABAQUS的用户子程序

UINTER,用 于 模 拟 由 Chen 等[27]完 成 的 一 组

MMB(MixedModeBending)试验以及李红等[28]完

成的浇筑于混凝土内钢板的拉拔试验,并将模拟结

果与试验结果进行对比。

1 张力-位移关系构造方法

1.1 剪胀函数

两物体间的粘结面及其中的一个物体如图1所

示,此物体粘结面上P 点的外法线方向为n,以及

此点切平面上任意两个相互正交的方向为s、t。另

一物体与此物体在P 点沿n、s、t的相对位移分别

为Δn、Δs、Δt,并对此物体产生作用力Tn、Ts、Tt。
假定粘结及其破坏后的接触性质在P 点的切平面

内是各向同性的,则界面的张力-位移关系 (T-Δ)
可 由 (Tn,Tτ)-(Δn,Δτ)表 示,其 中,Tτ =

T2
s+T2

t,Δτ = Δ2s+Δ2t。
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从物理现象上看,界面剪胀依赖于界面的切向

相对位移,将剪胀量记为􀭺Δn,它应是界面相对剪切

位移Δτ 的非减函数,界面没有相对剪切位移时,剪

胀量为零,而当Δτ→+∞时,􀭺Δn趋向于某一固定值

Δdn。定义剪胀函数(图2):
􀭺Δn = [1-φ(Δτ)]Δdn Δτ∈ [0,+∞) (1)
其中,φ(Δτ)为Δτ 的非增函数,且0≤φ(Δτ)≤1,
并满足

φ(Δτ)|Δτ=0 =1 lim
Δτ→+∞

φ(Δτ)=0 (2)

由式(1)及式(2)得

d􀭺Δn

dΔτ
=-dφdΔτ

Δd
n Δτ∈ [0,+∞) (3)

图1 粘结界面的张力

Fig.1 Tractionontheinterface
 

图2 剪胀函数

Fig.2 Sheardilationfunction
 

1.2 界面受拉区张力-位移关系推导

典型的单纯Ⅰ型张力-位移关系如图3(a)所示,
曲线下的面积即为界面Ⅰ型断裂能GIf,可表示为

Tn =f(Δn) Δn∈ [0,+∞) (4)

其中:

f(0)=0; lim
Δn→+∞

f(Δn)=0 (5)

且满足

∫
+∞

0
TndΔn =GIf (6)

用F(Δn)表示f(Δn)的任意一个原函数,由式

(6)可得

lim
Δn→+∞

F(Δn)-F(0)=GIf (7)

复合模式开裂的法向张力-位移关系如图3(b)
所示,剪胀效应使Tn-Δn 曲线向右平移了􀭺Δn,且张

力峰值出现一定程度的降低。将Tn 表示为

Tn =φ(Δτ)f(Δn-􀭺Δn) Δn∈ [􀭺Δn,+∞) (8)
式(8)满足一致关联准则,即

lim
Δτ→+∞

Tn =0 Δn∈ [􀭺Δn,+∞) (9)

图3 法向张力-位移关系

Fig.3 Normaltraction-separationlaw
 

基 于 势 函 数 的 张 力-位 移 关 系 要 求 积 分

∫L
TndΔn+TτdΔτ 与路径无关,但考虑到现有的大

量研究结果并不支持这一要求,所以这里人为地假

定下式成立:

β
∂Tn

∂Δτ
=∂Tτ

∂Δn
 Δτ∈ [0,+∞),Δn∈ [􀭺Δn,+∞)

(10)
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其中,β=1是积分∫L
TndΔn+TτdΔτ 与路径无关的

充分必要条件。由式(8)得

∂Tn

∂Δτ
= dφ
dΔτ

f(Δn-􀭺Δn)-φΔd
n
df(Δn-􀭺Δn)

d􀭺Δn   (11)

注意到

df(Δn-􀭺Δn)
d􀭺Δn

=-df
(Δn-􀭺Δn)
dΔn

(12)

式(11)可写成

∂Tn

∂Δτ
= dφ
dΔτ

f(Δn-􀭺Δn)+φΔd
n
df(Δn-􀭺Δn)

dΔn   (13)

将式(13)代入式(10)得

Tτ =β∫∂Tn

∂Δτ
dΔn

=β
dφ
dΔτ

F(Δn-􀭺Δn)+φΔd
nf(Δn-􀭺Δn)  

 +G(Δτ) (14)
根据一致关联准则的要求,有

lim
Δn→+∞

Tτ =0 Δτ∈ [0,+∞) (15)

联合式(5)、式(14)和式(15)得

β
dφ
dΔτ
·lim

Δn→+∞
F(Δn-􀭺Δn)+G(Δτ)=0 (16)

由于F(Δn)是f(Δn)的任意一个原函数,令

lim
Δn→+∞

F(Δn)=0 (17)

相应地由式(7)、式(16)和式(17)得

G(Δτ)=0 (18)

F(0)=-GIf (19)

Tτ =Tτ(􀭺Δn,Δτ)对应于纯Ⅱ型张力-位移关

系,Ⅱ型断裂能由下式计算:

GIIf =∫
+∞

0
Tτ(􀭺Δn,Δτ)dΔτ

=∫
+∞

0
β
dφ
dΔτ

F(0)+φΔd
nf(0)  +G(Δτ)  dΔτ

(20)
将式(2)、式(5)、式(18)及式(19)代入式(20)得

GIIf =βGI
f,即

β=GIIf
GIf

(21)

1.3 界面受压区张力-位移关系推导

前文的讨论仅限于Δn≥􀭺Δn 的情况,相互粘结

的两物体间界面上不产生压力。当界面两侧物体间

存在相互挤压作用时,粘结层产生压缩,界面法向

张力可表示为

Tn =T0
n

Δ0n
(Δn-􀭺Δn) Δn<􀭺Δn (22)

一般的分析中认为界面挤压不引起界面破坏,
但一些研究表明,界面压力的存在使界面的抗剪能

力有所提高。Lee等[29]在研究钢与混凝土界面的

粘结强度时即考虑到界面压力对界面切向粘结强度

的增强作用。王斌[30]在计算型钢混凝土柱承载力

时对型钢受拉、受压翼缘与混凝土之间的切向局部

粘结强度采用了不同的计算式,实际上是考虑了界

面压力对切向粘结强度的影响。当界面粘结完全破

坏以后,界面压力对切向力的贡献即为界面间的摩

擦力。在界面法向受压的情况下,典型的切向张

力-位移关系如图4所示,切向张力随界面切向相

对位移的增加趋于一稳定值,这一稳定值即为界面

间的摩擦力。界面切向张力可分解为粘结力和摩擦

力两部分:

Tτ =Tbond
τ +Tfτ Δn<􀭺Δn (23)

粘结力Tbond
τ 即为式(14)在Δn =􀭺Δn 处的值:

Tbond
τ =-GIIf dφdΔτ

(24)

摩擦力Tfτ 满足:

Tfτ≤Tfτ,crit (25)
临界摩擦力Tfτ,crit 与界面压力及加载历史有关,在

不考虑卸载的情况下有

Tfτ,crit=-ψμTn Δn<􀭺Δn,Δτ∈ [0,+∞)(26)
其中:μ是界面间的摩擦系数;ψ是仅与Δτ 有关的

单增函数,并且满足

ψ(Δτ)|Δτ=0 =0 lim
Δτ→+∞

ψ(Δτ)=1 (27)

图4 界面受压区切向张力-位移关系

Fig.4 Tangentialtraction-separationlawinzones

withinterfacialpressure
 

1.4 对Sørensen模型的讨论

由式(14)可以看出,Tτ(Δn,Δτ)的连续性依赖

于φ(Δτ)的一阶导数的连续性。Sørensen选用的

剪胀函数为如图5(a)所示的双折线形式,并假定
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Tn和Tτ 可通过对某一势函数求导得到(β=1),由
于剪胀函数在两折线的转折点处一阶导数不连续,
故所 得 切 向 张 力-位 移 关 系 不 连 续。图5(b)为

Sørensen模型所给出的Tτ(􀭺Δn,Δτ)曲线,可以看

出,Tτ(Δn,Δτ)不满足一致关联准则的要求。

图5 Sørensen模型剪胀函数及切向张力-位移关系

Fig.5 Sheardilationfunctionandtangentialtraction-separation

lawofSørensenmodel
 

2 张力-位移关系的有限元实现

2.1 界面受拉区刚度矩阵

对于三维模型,Tτ 和Δτ 需向s、t方向分解为

Ts、Δs 及Tt、Δt。由Δτ = Δ2s+Δ2t 可得

∂Δτ

∂Δs =Δs
Δτ
 ∂Δτ

∂Δt =Δt
Δτ

(28)

由于粘结性能在s、t平面内是各向同性的,故

Tτ 可以分解为

Ts=Δs
Δτ

Tτ Tt=Δt
Δτ

Tτ (29)

界面刚度矩阵为

K=
Knn Kns Knt

Ksn Kss Kst

Ktn Kts Ktt

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (30)

Knn =∂Tn

∂Δn
(31)

Kns=Δs
Δτ
·∂Tn

∂Δτ
(32)

Knt=Δt
Δτ
·∂Tn

∂Δτ
(33)

Ksn =Δs
Δτ
·∂Tτ

∂Δn
(34)

Kss=Tτ

Δτ
· Δt

Δτ

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2+ Δs
Δτ

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2·∂Tτ

∂Δτ
(35)

Kst=Kts= ΔsΔt
(Δτ)2

· ∂Tτ

∂Δτ
-Tτ

Δτ

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 (36)

Ktn =Δt
Δτ
·∂Tτ

∂Δn
(37)

Ktt=Tτ

Δτ
· Δs

Δτ

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2+ Δt
Δτ

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2·∂Tτ

∂Δτ
(38)

由式(8)和式(3)可得

∂Tn

∂Δn =φ
df(Δn-􀭺Δn)

dΔn
(39)

∂Tn

∂Δτ
= dφ
dΔτ

f(Δn-􀭺Δn)+φΔd
n
df(Δn-􀭺Δn)

dΔn  (40)
由式(3)、式(12)及式(14)可得

∂Tτ

∂Δn =β
dφ
dΔτ

f(Δn-􀭺Δn)+φΔd
n
df(Δn-􀭺Δn)

dΔn  
(41)

∂Tτ

∂Δτ
=β

d2φ
dΔ2τ

F(Δn-􀭺Δn)+φΔd
nf(Δn-􀭺Δn)   

  

+ dφ
dΔτ

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2Δdn 2f(Δn-􀭺Δn)-φΔd
n
df(Δn-􀭺Δn)

dΔn   
(42)

2.2 界面受压区刚度矩阵

如前所述,界面受压时切向张力可分解为粘结

力和摩擦力两部分,对于法向张力及切向张力之中

的粘结力部分,可得与式(29)~(38)类似的结果,
仅需将其中的Tτ 换为Tbond

τ 即可。由式(22)和式

(24)可得

∂Tn

∂Δn =T0
n

Δ0n
(43)

∂Tn

∂Δτ
=T0

nΔdn
Δ0n

·dφ
dΔτ

(44)

∂Tbond
τ

∂Δn =0 (45)

∂Tbond
τ

∂Δτ
=-GIIfd

2φ
dΔ2τ

(46)

式(30)中与Ts 和Tt 有关的分量尚应计入Tfτ
的影响,经典的库仑摩擦理论认为在Tfτ 达到Tf

τ,crit

之前,界面间没有相对滑动。为了避免数值计算上
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的困难,一种常用的处理方法是人为地规定一个较

小的数值Δcrit。当界面相对滑动量小于Δcrit 时,界

面上的摩擦力是“弹性”的,其值与界面相对滑动量

成正比;当界面相对滑动量大于等于Δcrit 时,界面

上的摩擦力与Tfτ,crit相等。在某一特定的位移增量

步中,界面的初始“弹性”位移记为Δels、Δelt,当前计

算步s和t方向的位移增量分别为Δ+
s 和Δ+

t,此增

量步中对摩擦力产生影响的界面相对切向位移记为

Δfτ = (Δels +Δ+
s)2+(Δelt +Δ+

t)2 (47)
如果Δfτ<Δcrit,则界面处于“弹性”状态:

Tfs=Δels +Δ+
s

Δcrit
Tfτ,crit Tft=Δelt +Δ+

t

Δcrit
Tfτ,crit (48)

对于一个特定的增量步,Δels 和Δelt 为已知的量,
从而

dΔ+
s

dΔs =1 dΔ
+
s

dΔn =dΔ
+
s

dΔt =0 (49)

dΔ+
t

dΔt =1 dΔ
+
t

dΔn =dΔ
+
t

dΔs =0 (50)

由式(28)及式(48)~(50)可得

∂Tfs
∂Δn =Δels +Δ+

s

Δcrit
·∂T

f
τ,crit

∂Δn
(51)

∂Tfs
∂Δs =Tfτ,crit

Δcrit +Δels +Δ+
s

Δcrit
·Δs
Δτ
·∂T

f
τ,crit

∂Δτ
(52)

∂Tfs
∂Δt =Δels +Δ+

s

Δcrit
·Δt
Δτ
·∂T

f
τ,crit

∂Δτ
(53)

∂Tft
∂Δn =Δelt +Δ+

t

Δcrit
·∂T

f
τ,crit

∂Δn
(54)

∂Tft
∂Δs =Δelt +Δ+

t

Δcrit
·Δs
Δτ
·∂T

f
τ,crit

∂Δτ
(55)

∂Tft
∂Δt =Tfτ,crit

Δcrit +Δelt +Δ+
t

Δcrit
·Δt
Δτ
·∂T

f
τ,crit

∂Δτ
(56)

若Δfτ≥Δcrit,则界面上的摩擦力达到Tfτ,crit,界
面间开始产生“塑性”滑动,摩擦力在s和t方向的

分量为

Tfs=Δels +Δ+
s

Δfτ
Tf

τ,crit Tft=Δelt +Δ+
t

Δfτ
Tf

τ,crit (57)

同前所述,对于一个特定的增量步,Δels 和Δelt
为已知的量,由式(47)、式(49)及式(50)可得

∂Δfτ
∂Δn =0 ∂Δ

f
τ

∂Δs =Δels +Δ+
s

Δfτ
 ∂Δ

f
τ

∂Δt =Δelt +Δ+
t

Δfτ
(58)

由式(57)并结合式(49)、式(50)、式(58)可得

∂Tfs
∂Δn =Δels +Δ+

s

Δfτ
·∂T

f
τ,crit

∂Δn
(59)

∂Tfs
∂Δs =Tfτ,crit

Δfτ
1- Δels +Δ+

s

Δfτ
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2  

+Δels +Δ+
s

Δfτ
·Δs
Δτ
·∂T

f
τ,crit

∂Δτ
(60)

∂Tfs
∂Δt =-

(Δels +Δ+
s)(Δelt +Δ+

t)Tfτ,crit
(Δfτ)3

+Δels +Δ+
s

Δfτ
·Δt
Δτ
·∂T

f
τ,crit

∂Δτ
(61)

∂Tft
∂Δn =Δelt +Δ+

t

Δfτ
·∂T

f
τ,crit

∂Δn
(62)

∂Tft
∂Δs =-

(Δels +Δ+
s)(Δelt +Δ+

t)Tfτ,crit
(Δfτ)3

+Δelt +Δ+
t

Δfτ
·Δs
Δτ
·∂T

f
τ,crit

∂Δτ
(63)

∂Tft
∂Δt =Tfτ,crit

Δfτ
1- Δelt +Δ+

t

Δfτ
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2  
+Δelt +Δ+

t

Δfτ
·Δt
Δτ
·∂T

f
τ,crit

∂Δτ
(64)

在式(51)~(56)及式(59)~(64)中,由式(26)得

∂Tfτ,crit
∂Δn =-μψ

∂Tn

∂Δn
(65)

∂Tfτ,crit
∂Δτ

=-μψ
∂Tn

∂Δτ
+Tn

dψ
dΔτ

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 (66)

以上两式中Tn、∂Tn

∂Δn
和∂Tn

∂Δτ
分别由式(22)、式

(43)和式(44)确定。

3 两种常用的张力-位移关系

3.1 剪胀函数的选择

式(1)和式(2)虽然并未规定φ(Δτ)的具体形

式,但它的选择将影响Tτ(Δn,Δτ)的形状,一个实

用的要求是,-dφ/dΔτ 应具有与图3(a)相似的图

像。考虑以下两个φ(Δτ)形式及其一阶导数(见图

6):

φ1(Δτ)=e-12
Δτ
Δ0τ
  2 (67)

-dφ1dΔτ
= 1

Δ0τ
·Δτ

Δ0
τ
·φ1(Δτ) (68)

φ2(Δτ)=
Δτ

Δ0
τ
+1􀮠

􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 ·e-
Δτ
Δ0τ

(69)

-dφ2dΔτ
= 1

Δ0τ
·Δτ

Δ0
τ
·e-

Δτ
Δ0τ

(70)

从图6可以看出,φ1(Δτ)及其导数比φ2(Δτ)
及其导数具有更快的衰减速度,且两个函数在

Δτ/Δ0τ =1时衰减速度最大,此点对应于切向张力

的峰值点。可选择φ1(Δτ)和φ2(Δτ)的线性组合:

φ(Δτ)=kφ1(Δτ)+(1-k)φ2(Δτ) (71)

dφ
dΔτ

=kdφ1dΔτ
+(1-k)dφ2dΔτ

(72)
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其中,k∈ [0,1]。

图6 φi(Δτ)及其一阶导数

Fig.6 φi(Δτ)anditsfirstorderderivatives
 

下文将以式(67)~ (72)为基础展开,需要指

出,这种选择并不排除其他合适的φ(Δτ)形式。在

选定了 φ(Δτ)之 后,可 由 式(1)求 得 剪 胀 函 数
􀭺Δn(Δτ)。根据式(42)编写有限元程序,尚需求得

d2φ
dΔ2τ =kd

2φ1
dΔ2τ +(1-k)d

2φ2
dΔ2τ

(73)

其中:

d2φ1
dΔ2τ = 1

Δ0τ
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2· Δτ

Δ0
τ

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2-1  ·φ1(Δτ) (74)

d2φ2
dΔ2τ = 1

Δ0τ
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2· Δτ

Δ0
τ
-1􀮠

􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 ·e-
Δτ
Δ0τ

(75)

3.2 临界摩擦力的确定

由式(26)可知,确定临界摩擦力的关键在于确

定函数ψ(Δτ),它反映了摩擦作用对切向张力的作

用程度,与界面的破损程度相关联,可选择如下的

函数形式:

ψ=1-e
1-p
p

Δτ
Δ0τ
  p

 p>1 (76)
上式使ψ在Δτ/Δ0τ =1时具有最快的增长速度,如

前所述,此时切向张力位于其峰值点处。

dψ
dΔτ

=p-1
Δ0τ

· Δτ

Δ0
τ

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 p-1

·e
1-p
p

Δτ
Δ0τ
  p (77)

将式(76)代入式(26)、式(65)和式(66)即可得

到Tfτ,crit 及摩擦力对界面刚度矩阵中相关分量的贡

献值。

3.3 分段线性法向张力-位移关系

分段线性模型是应用最广泛的张力-位移关系

形式之一,在Sørensen等[26]和Chen等[27]的研究

中均采用这种形式。将法向张力-位移关系表示为

式(78)(如图7所示)。

图7 分段线性法向张力-位移关系

Fig.7 Multilinearnormaltraction-separationlaw
 

Tn =

  

f1(Δn-􀭺Δn), Δn<􀭺Δn

φf1(Δn-􀭺Δn), 􀭺Δn≤Δn<Δ0n+􀭺Δn

φf2(Δn-􀭺Δn), Δ0n+􀭺Δn≤Δn<γΔ0
n+􀭺Δn

φf3(Δn-􀭺Δn), Δn≥γΔ0
n+􀭺Δn

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(78)
其中:

f1(Δn-􀭺Δn)=T0
n

Δ0n
·(Δn-􀭺Δn) (79)

f2(Δn-􀭺Δn)= T0
n

(γ-1)Δ0n
·(γΔ0

n-Δn+􀭺Δn) (80)

f3(Δn-􀭺Δn)=0 (81)
式(79)、式(80)和式(81)对应的原函数分别为

F1 = T0
n

2Δ0n
·(Δn-􀭺Δn)2+C1 (82)

F2 = T0
n

(γ-1)Δ0n
· γΔ0

n(Δn-􀭺Δn)

-12
(Δn-􀭺Δn)2 +C2 (83)

F3 =C3 (84)

由式(6)计算Ⅰ型断裂能为

GIf=∫
+∞

0
Tn(Δn,0)dΔn = γ

2T0
nΔ0n (85)

由式(19)和式(82)得 F1|Δn=􀭺Δn = F1(0)=
-GIf,从而
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C1 =-GIf=-γ
2T0

nΔ0n (86)

由F1、F2和F3在Δn=Δ0n+􀭺Δn及Δn=γΔ0
n+􀭺Δn处

的连续性可得

C2 =- γ2
2(γ-1)

T0
nΔ0n (87)

C3 =0 (88)

将式(72)及式(79)~(88)代入式(14)得

Tτ =βT0
n

2Δ0n
·dφ
dΔτ
· (Δn-􀭺Δn)2+2φΔd

n(Δn-􀭺Δn) 

-γ(Δ0n)2 ,􀭺Δn≤Δn<Δ0n+􀭺Δn (89)

Tτ = βT0
n

2(γ-1)Δ0n
·dφ
dΔτ
· 2γΔ0

n(Δn-􀭺Δn)-(Δn- 

􀭺Δn)2-(γΔ0
n)2+2φΔd

n(γΔ0
n-Δn+􀭺Δn) ,

Δ0n+􀭺Δn≤Δn<γΔ0
n+􀭺Δn (90)

Tτ =0,Δn≥γΔ0
n+􀭺Δn (91)

将Δn =􀭺Δn 代入式(89),并由式(23)计算界面

摩擦力的影响,得到粘结界面受压时的切向张力为

Tτ =-βγT0
nΔ0n
2

·dφ
dΔτ

+Tfτ,Δn<􀭺Δn (92)

记T0
τ =Tτ(􀭺Δn(Δ0τ),Δ0τ),由式(24)得

GIIf = eT0
τΔ0

τ

k(e-1)+1
(93)

3.4 指数形式法向张力-位移关系

指数型张力-位移关系是另一种广泛应用的形

式,Xu等[16]和Bosch等[17]的研究中都采用了指数

型张力-位移关系。将法向张力-位移关系表示为

Tn =
T0
n

Δ0n
·(Δn-􀭺Δn) Δn<􀭺Δn

φf(Δn-􀭺Δn) Δn≥􀭺Δn

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (94)

其中,

f(Δn-􀭺Δn)=T0
n a Δn-􀭺Δn

Δ0n
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2 
+b Δn-􀭺Δn

Δ0n
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁  ·e-m
Δn-

􀭺Δn
Δ0n

  (95)

由上式可得

df(Δn-􀭺Δn)
dΔn =-T0

n

Δ0n
ma Δn-􀭺Δn

Δ0n
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2- 
(2a-mb)· Δn-􀭺Δn

Δ0n
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 -b ·e-m
Δn-

􀭺Δn
Δ0n

  (96)

由上式可得f'(0)=bT0
n

Δ0n
,一般的经验表明,

张力-位移关系的初始刚度应大于从原点到其峰值

点的割线刚度,即b>1。

在界面无切向位移时,由f(Δ0n)=T0
n 可得

m =ln(a+b) (97)
又由f'(Δ0n)=0可得

m =2a+b
a+b

(98)

联立式(97)和式(98)可得a、b需满足:

2a+b= (a+b)ln(a+b) (99)
若b>e,求得a<0,则由式(95)确定的法向张力产

生负值,显然与真实的物理事实不符,故b的取值

范围应限定为1<b≤e。给定了b的取值,由式

(99)即可确定对应的a 的大小,再由式(97)或式

(98)得到m 值。
式(95)的原函数为

F(Δn-􀭺Δn)=-T0
nΔ0n
m3 m2a Δn-􀭺Δn

Δ0n
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2+m(2a+ 
mb)Δn-􀭺Δn

Δ0n
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 +2a+mb ·e-m
Δn-

􀭺Δn
Δ0n

  +C

(100)

由式(6)计算Ⅰ型断裂能为

GIf=∫
+∞

0
Tn(Δn,0)dΔn =2a+mb

m3 ·T0
nΔ0n (101)

由式(19)和式(100)得F|Δn=􀭺Δn =F(0)=-GIf,
从而

C=0 (102)

将式(95)和式(100)代入式(14)得

Tτ =-βT0
nΔ0n

m3 ·dφ
dΔτ
· m2a Δn-􀭺Δn

Δ0n
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2+m(2a 
+mb)Δn-􀭺Δn

Δ0n
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 +2a+mb-m3φ
Δd
n

Δ0n

· a Δn-􀭺Δn

Δ0n
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2+b Δn-􀭺Δn

Δ0n
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁   ·
e-m

Δn-
􀭺Δn

Δ0n
  ,Δn≥􀭺Δn (103)

将Δn=􀭺Δn代入式(103),并由(23)式计算界面

摩擦力的影响,得到粘结界面受压时的切向张力为

Tτ =-βT0
nΔ0n(2a+mb)

m3 ·dφ
dΔτ

+Tfτ,Δn<􀭺Δn

(104)

Ⅱ型断裂能计算式同式(93)。

4 工程应用

4.1 MMB(MixedModeBending)试验模拟

Chen等[27]利用图8(a)所示装置对玻璃纤维增

强聚合物(GFRP)与超高性能混凝土(UHPC)粘结
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界面的复合模式开裂进行了 MMB试验,试件宽度

为130mm,图中标注数字均以毫米为单位。根据

试验结果的分析,Chen[27]给出GIf =0.30kJ/m2、

GIIf =0.90kJ/m2、T0
n =2 MPa、T0

τ = 6 MPa,

Chen[27]的计算中采用γ =5的多线性模型。取

图8 GFRP与UHPC粘结界面的 MMB(MixedModeBending)试验模拟

Fig.8 SimulationofMMB(MixedModeBending)testsontheinterfacebetweenGFRPandUHPC

Δdn =0.03mm,此值相当于两种材料间过渡层厚

度的一半。利用本文给出的两种张力-位移关系,
编写ABAQUS用户子程序 UINTER,对Chen[27]

的试验进行数值模拟,GFRP和 UHPC材料均采

用线弹性模型,粘结界面计算参数如表1所示。所

有的单元类型都采用六面体线性减缩积分单元。为

消除“沙漏”问题的影响,GFRP板沿厚度划分六个

单元,UHPC板沿厚度划分七个单元。在预期会产

生界面开裂的区域细划网格,沿裂纹扩展方向上,

GFRP与UHPC所用的单元尺寸分别为2mm和

3mm。对试验的模拟采用隐式分析过程、非对称

直接线性求解器、完全牛顿迭代法。图8(b)为有

限元模型及a=100mm、c=250mm、加载点竖向

位移为15mm时两种材料界面的剥离情况。将部

分试验数据、本文模型有限元分析数据以及Chen

等[27]利用双线性张力-位移关系对试验进行的三维

有限元分析数据绘入图8(c)和图8(d),对比可知,
用本文模型计算所得数据与Chen等[27]用有限元分

析所得的数据基本相当,大体上反映了试验数据的

大小及变化趋势。

4.2 钢板拉拔试验模拟

李红等[28]通过对浇筑于混凝土内的钢板进行

拉拔试验研究型钢与混凝土之间的粘结性能,在钢

板拔出过程中,粘结面间的法向相对位移受到约

束,界面上由于剪胀效应产生压力和摩擦力。试件

尺寸如图9(a)所示,混凝土立方体抗压强度fcu =
24.47MPa,钢板尺寸50mm×8mm,箍筋Φ6@
50,上部钢筋2Φ6,下部钢筋2Φ10。钢板和钢筋采

用线弹性材料;混凝土块下部110mm高度范围内

材料采用损伤塑性模型,按照田连波等[31]给出的

方法计算混凝土的损伤因子;混凝土块上部150mm
高度范围内材料采用线弹性模型;粘结界面计算参

数如表1所示。钢筋与混凝土采用分离式建模,将

钢筋单元内嵌(Embedded方法)于混凝土单元内。
钢板和混凝土的单元类型都采用六面体线性减缩积
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分单元,钢筋采用桁架单元。钢板锚固于混凝土内

的部分网格细划,沿钢板厚度、宽度及长度方向的

单元尺寸分别为2mm、3mm和4mm,与钢板粘

结的混凝土单元沿上述方向的尺寸分别为4mm、

4mm、16mm。对试验的模拟采用隐式分析过程、
非对称直接线性求解器和完全牛顿迭代法。拉拔力

与混凝土端面位置的相对滑移值如图9(b)所示,通

过与试验数据对比,发现本文给出的两种张力-位

移关系计算所得曲线的初始刚度和峰值拉力与试验

值接近,过峰值点后计算所得曲线回落较快,计算

得到的残余拉拔力接近于试验值。图9(c)为滑移

量为1.25mm时试件水平截面上钢板与混凝土内

竖直方向应力云图,界面膨胀使钢板内产生均匀的

压力,混凝土边缘产生拉力与之平衡,若混凝土保

护层厚度较小,此拉力值可导致混凝土产生劈裂

破坏。

表1 GFRP-UHPC界面和钢板-混凝土界面模拟参数

Table1 SimulationparametersforGFRP-UHPCmterfaceandsteel-concreteinterface

μ Δcrit/mm Δdn/mm Δ0n/mm Δ0τ/mm T0n/MPa T0τ/MPa k p γ b

Multilinear
model

MMBtest 0.60 0.002 0.030 0.060 0.080 2.00 6.00 0.685 1.575 5.0 —

Pull-outtest 0.60 0.002 0.040 0.031 0.550 0.97 1.63 0.000 1.575 5.0 —

Exponential
model

MMBtest 0.60 0.002 0.030 0.072 0.080 2.00 6.00 0.685 1.575 — 1.5
Pull-outtest 0.60 0.002 0.040 0.037 0.550 0.97 1.63 0.000 1.575 — 1.5

Notes:μ—Interfacialfrictioncoefficient;Δcrit—Arbitrarilyspecifiedfinitequantitywhichdefinestheinitiationofinterfaceslip;Δdn—Upper
limitofsheardilation;Δ0n—SeparationatpeakinmodeIfracture;Δ0τ —SeparationatpeakinmodeIIfracture;T0n—PeaktractioninmodeI
fracture;T0τ —PeaktractioninmodeIIfracture;k—Combinationcoefficientofsheardilation;p—Exponentspecifiesevolutionoffriction
effect;γ—MultiplierofpeakseparationwheretractionvanishesinmodeIfracture;b—InitialslopeofmodeItraction-separationcurve.

图9 钢板拉拔试验模拟

Fig.9 Simulationofsteelplatepull-outtest
 

4.3 对两个算例的讨论

正如文献[12]所指出,张力峰值和张力-位移

曲线下方的面积是最重要的两个参数,对比图

8(c)、图8(d)以及图9(b)中由多线性模型及指数

模型计算得到的曲线,二者相差很小。对于开裂界

面法向不受约束的情况,Δdn 的取值偏差对分析结果

影响有限,可以取界面过渡层厚度的一半;而对于

开裂界面法向有约束的情况,Δdn 的大小必须结合界

面法向刚度确定。图9(a)的钢板包裹于混凝土中,
界面的剪胀使界面始终处于受压状态,界面上压力

的大小与法向刚度T0
n/Δ0n以及最大剪胀量Δdn有关。

由于界面受压时法向刚度的差异,图9(b)中两种

模型所得曲线的后半段产生了一些差别。对于具体

的工程问题,如果界面法向不受约束,可采用文

献[27]给出的试验和分析方法获取有限元计算所需

的数据;如果界面法向受到约束,可借助楔入劈拉

试验和反分析方法获得T0
n 和Δ0n,再由类似于文献

[28]的拉拔或推出试验获得T0
τ、Δ0τ 及Δd

n。在对钢

板拉拔试验的计算中发现,T0
τ 主要决定拉力的最大

值,Δ0τ 主 要 决 定 拉 力 最 大 值 对 应 的 滑 移 值,
(T0

n/Δ0n)Δdn 主要决定残余拉力值的大小。

5 结 论

(1)给出一种含剪胀效应张力-位移关系的构

造方法,在界面受拉区域内,该方法通过给定的剪

胀函数和法向张力-位移关系导出切向张力-位移关

系,所得张力-位移关系满足一致关联准则;在界面

受压区域内,将切向张力分解为粘结力和摩擦力两
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部分,摩擦力的大小与法向压力和粘结界面破坏程

度相关。
(2)根据该构造方法的结论,解释了Sørensen

模型中切向张力-位移关系不连续的原因,并指出

Sørensen模型不满足一致关联准则。
(3)将切向张力沿切平面内任意两个相互正交

的方向分解,给出界面刚度矩阵的计算方法。
(4)选取一种特定形式的剪胀函数,将界面法

向张力-位移关系假定为最常用的分段线性形式和

指数形式,分别求得对应的切向张力-位移关系,所

得张力-位移关系可用于模拟异种材料界面的复合

模式(MixedMode)开裂问题。与Sørensen模型相

比,界面张力是界面相对位移的连续函数,便于进

行数值计算。
(5)编写ABAQUS用户子程序 UINTER,给

出本文所得张力-位移关系在 MMB(MixedMode
Bending)试验及钢板拉拔试验中的应用例子,有限

元计算结果与试验数据吻合较好。
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