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基于弹性-黏弹性对应原理的复合材料层合板
模态阻尼预测:理论及其有限元实现

刘彦清, 肖毅*, 张振, 何意
(同济大学 航空航天与力学学院,上海,200092)

摘 要: 提出一种利用通用有限元软件求解复合材料结构模态阻尼的有限元方法。该方法基于扩展弹性-黏弹

性对应原理,定义出具有频率依存性的黏弹性复合材料复刚度矩阵,并借助 ABAQUS提供的二次开发接口

UMAT将其编入求解器中,结合复特征值法求解任意铺层层合板的模态阻尼。与已有的理论方法相比,本模型

的计算结果更为接近实验数据。从而验证了本文提出的数值分析方法的有效性和精确性,为利用ABAQUS软件

分析各向异性材料阻尼提供了一条有效途径。
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Modaldampingpredictionoflaminatedcompositesusingelastic-viscoelastic
correspondenceprinciple:Theoryandfiniteelementimplementation

LIUYanqing,XIAOYi*,ZHANGZhen,HEYi
(SchoolofAerospaceEngineeringandAppliedMechanics,TongjiUniversity,Shanghai200092,China)

Abstract: Afiniteelementmethodforthemodaldampinganalysisofcompositestructuresbyusingageneralpur-

posefiniteelementsoftwarewasproposed.Themethodwasbasedonanextendedelastic-viscoelasticcorrespondence

principle,whichaccountedthefrequencydependenceofviscoelasticcomplexstiffnessmatrices.Theimplementation
oftheproposedmodelwasdescribedasaUMATsubroutineforABAQUS/Standard.Subsequently,theanalysesof
modaldampingandfrequencyresponseforlaminatedcompositeswereimplementedbyusingthecomplexeigenvalue
method.Ascomparedwithexistingapproaches,thecomputedresultsfromthismodelaremoreclosetothetestda-
ta.Thustheproposednumericalmethodisquiteefficientandaccurate,andcapableofprovidinganeffectivewayto
determinethemodaldampingofanisotropicmaterialsbyusingABAQUScode.
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  随着先进复合材料在新型或现代飞行器制造中

的广泛应用,结构模态分析的重要性也越来越受到

重视。复合材料结构模态分析,即以模态频率、模

态阻尼和模态振型为基础的模态参数研究已在结构

性能表征、动态设计以及损伤诊断和状态监测等方

面中发挥着重要作用[1-5]。当今有限元方法与应用

的发展为工程界开展动态响应分析提供了一条极为

有效的途径。因此,针对复合材料振动阻尼分析问

题,借助于通用有限元软件平台,建立一种通用性

强、功能完善以及求解便捷的数值方法是满足工程

计算的迫切需求。
目前,研究者们普遍使用复刚度法和应变能法

来分析复合材料阻尼性能[6]。前者主要是利用对应

性原理,并结合有效模量的概念表征纤维增强复合



 

 

材料的阻尼[7-8]。后者将材料与结构的总阻尼与每

一个单元的耗散能量以及储存在该单元中的总应变

能分数结合起来进行阻尼表征[9]。一般而言黏弹性

纤维复合材料的模量和损耗因子是依赖于频率变化

的,计算阻尼响应时必须考虑材料的频率依赖

性[10-11]。如果这些分析方法能够导入到现有通用

有限元软件中,则可免去大部分具有共性的工作,
达到事半功倍的效果。近年来人们早已认知其功

效,尝试利用通用有限元软件实现复合材料阻尼分

析。如:Riccardo等[12]通过动态力学分析仪获取复

合材料各方向的损耗因子,之后运用应变能法并结

合等效瑞利阻尼,在ABAQUS软件中实现了复合

材料飞机加筋板受脉冲激励后振动响应的仿真。梁

森等[13]运用 ANASY软件,基于模态应变能法对

含黏弹性层纤维复合材料夹层结构的模态阻尼特性

进行了分析,并研究了模态参数随阻尼层厚度、数

量、位置和分布的变化关系。罗忠等[14]同样采用

模态应变能法,借助ABAQUS软件计算了复合材

料层合梁的阻尼性能。关永军等[15]为了考虑层合

板厚度方向应力对阻尼的影响,建立了复合材料结

构模态阻尼的三维有限元预测方法。牛义等[16]采

用应变能法,利用 MATLAB软件计算了纤维增强

复合薄板的阻尼。但这些研究对适用于广泛结构的

通用性上仍带有很大的局限性。
本文旨在运用扩展弹性-黏弹性对应原理并借

助ABAQUS提供的二次开发接口UMAT,定义出

三维频域黏弹性复合材料的复刚度矩阵,实现对任

意铺层层合板模态参数的数值仿真。通过与前人研

究结果的对比,验证笔者所提出的数值方法的可行

性与实用性。

1 理论方法

1.1 无阻尼振动系统

本文由广义位移理论[17]导出的广义位移场表

示为

􀭵u(x,y,z;t)=u(x,y;t)+p(z)∂w
(x,y;t)
∂x

  +q(z)φ(x,y;t)

􀭵v(x,y,z;t)=v(x,y;t)+p(z)∂w
(x,y;t)
∂y

  +q(z)θ(x,y;t)

􀭿w(x,y,z;t)=w(x,y;t)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1)
式中:􀭵u、v、w 表示任一时刻下层合板中任意一点

三个方向的位移,该位移场中共有五个未知函数;

u、v和w 代表板中面的位移分量;φ和θ表示横向

剪切效应对板中面的影响。p(z)和q(z)是决定横

向剪切应变和应力沿板厚方向分布情况的形函数。
如令p(z)=-z,q(z)=0,该理论可退化为经典层

合板理论;令p(z)=0,q(z)=z,该理论可退化为

一阶剪切变形理论[18];同样给定p(z)和q(z)不同

的函数形式,可转化到相应的高阶剪切变形理论,
如Reddy三阶剪切变形理论[19],对应于p(z)=
-4z3/3h2,q(z)=z-4z3/(3h2)。

根据几何关系,由广义位移场推导出相应的应

变场,其中εx、εy 表示法向应变,γxy、γxz、γyz 表示

剪切应变:

εx =∂􀭵u
(x,y,z)
∂x =ε0x +pε1x +qε2x

εy =∂􀭵v
(x,y,z)
∂y =ε0y +pε1y +qε2y

γxy =∂􀭵v
(x,y,z)
∂x +∂􀭵u

(x,y,z)
∂y

=γ0xy +pγ1xy +qγ2xy

γxz =∂􀭿w
(x,y,z)
∂x +∂􀭵u

(x,y,z)
∂z

= (1+∂p∂z
)γ0xz +∂q∂zγ

1
xz

γyz =∂􀭿w
(x,y,z)
∂y +∂􀭵v

(x,y,z)
∂z

= (1+∂p∂z
)γ0yz +∂q∂zγ

1
yz

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(2)

其中:

ε0x =∂u∂x
,ε1x =∂

2w
∂x2

,ε2x =∂φ∂x
,

ε0y =∂v∂y
,ε1y =∂

2w
∂y2
,ε2y =∂θ∂y

,

γ0xy =∂v∂x+∂u∂y
,γ1xy =2∂

2w
∂x∂y

,γ2xy =∂θ∂x+∂φ∂y
,

γ0xz =∂w∂x
,γ1xz =φ,γ0yz =∂w∂y

,γ1yz =θ

在正交各向异性材料中,由 Hooke定律可以

给出材料主方向三维状态的应力-应变关系:
{σ1,σ2,σ3,τ23,τ13,τ12}T

= [C]{ε1,ε2,ε3,γ23,γ13,γ12}T (3)
其中:{σ}和 {ε}是描述复合材料变形状态的主方

向工程应力和应变,前三项为法向应力(应变),后

三项为剪切应力(应变);[C]是局部坐标系下的刚

度矩阵,可由该材料的工程常数求得。
任意方向的应力-应变关系为
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{σx,σy,σz,τyz,τxz,τxy}T

= [C]{εx,εy,εz,γyz,γxz,γxy}T (4)

其中,[C]为整体坐标系下的刚度矩阵,可通过刚

度矩阵系数的坐标变换关系得到。
考虑层合板在自由振动下,设板沿x、y 和z

三个方向的位移分别为u、v和w,层合板受力如图

1所示。Nx、Ny、Nxy 为平面载荷,M1
x、M1

y、M1
xy、

M2
x、M2

y 和M2
xy 为弯矩,S1xz、S1yz、S2xz 和S2

yz 为剪力,

Ii(i=1,…,6)为相关转动惯量。基于 Hamilton
能量变分原理,可得层合板的运动方程如下:

图1 复合材料层合板和载荷坐标系

Fig.1 Schematicofthelaminatedcompositeplatesand

loadingcoordinatesystems 

Nx,x +Nxy,y =I1̈u+I2̈w,x +I3̈φ
Ny,y +Nxy,x =I1̈v+I2̈w,y +I3̈θ
M1

x,xx +M1
y,yy +2M1

xy,xy +S1yz,y +S1xz,x
 =I2(̈u,x +̈v,y +ẅ,xx +w)+I3̈φ,x

 +I4̈θ,y +I6̈w,yy

M2
x,x +M2

xy,y +S2xy =I3̈u+I4̈w,x +I5̈φ
M2

y,y +M2
xy,x +S2yz =I3̈v+I4̈w,y +I5̈θ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5)

式中:,x表示 ∂
∂x
;,y表示 ∂

∂y
;̈ 表示d

2

dt2
;推导过程

及式中各参量表达式详见附录Ⅰ、Ⅱ。
五个位移变量采用代数多项式的形式近似:

(u,v,w,φ,θ)=∑
m=a
∑
n=b

(α1mn,α2mn,α3mn,α4mn,α5mn)·

x
L
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 a

1-x
L

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 c y
W
􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 b

1-y
W

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 d

eiωt (6)

式中:a,b,c,d是与边界条件相关的系数;L为板

的长度;W 为板的宽度;αi
mn(i=1,…,5)为待定

系数。
将式(6)代入式(5)中,化简得到式(7),写成

代数特征值方程组的形式:
([K]-ω2[M]){φ}= {0} (7)
[K]为层合板总的刚度矩阵,ω 为特征值,[M]为

层合板总的质量矩阵,{φ}为待求位移向量。
目前,求解特征值问题的方法主要分为两类,

一类是变换方法,另一类是向量迭代法。变换方法

又称为直接求解法,是直接对原矩阵进行一系列变

换,使它变成一个易于求解特征值的形式。而向量

迭代法是通过一系列矩阵向量乘积,进而求得特征

值和特征向量,并据此求出固有频率ωi及相应的振

型 {φ}i。
1.2 黏弹性阻尼振动系统

弹性-黏弹性对应原理是黏弹性材料力学特性

分析的基础[20]。根据对应原理,将静态的应力、应

变以及弹性模量用相对应的动态应力、应变及复模

量替换,线性黏弹性问题便可采用线弹性的分析方

法求解。
弹性范围内,复合材料的力学性能可简单表

示为

E=E(pj) (8)
式中:E 表示复合材料的某个弹性模量;pj 表示复

合材料N 个子相的弹性模量。

Hashin[7]运用对应原理将黏弹性复合材料的

性能表示为

E* =E(p*
j ) (9)

式中,p*
j 为第j个子相材料的复模量,可表示为

p*
j =p'j[1+iηj] (10)

为了考虑黏弹性复合材料动态特性的频率依赖性,
将弹性黏弹性对应原理进行扩展,并将复模量表示

为频率的函数:

p*
j (f)=p'j(f)[1+iηj(f)] (11)

式中:p'j(f)为子相材料复模量的实数部分;ηj(f)
为子相材料复模量的损耗因子。

因此,复合材料的阻尼通过定义复刚度进行导

入。复合材料工程常数用复模量的形式表示为

E*
L(f)=E'L(f)(1+iηL(f))

E*
T(f)=E'T(f)(1+iηT(f))

G*
LT(f)=G'LT(f)(1+iηLT(f))

G*
TT(f)=G'TT(f)(1+iηTT(f))

(12)

式中:E*
L(f)为复合材料纵向复模量;E*

T(f)为横

向复模量;G*
LT(f)和G*

TT(f)分别为面内和面外剪

切复模量。
复合材料的弹性本构关系为

σij =Cijklεkl (13)
应用对应原理得到复合材料黏弹性本构关系:

σ*
ij =C*

ijklε*
kl (14)

其中:C*
ijkl =CReal

ijkl(f)+iCImag
ijkl (f)

同样,考虑了复合材料的阻尼后,相关的刚度

系数写成复数的形式,即
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[Q*]、 [Q*]、 [A*]、 [B1*]、 [B2*]、 [D1*]、
[D1*]和[E*](详见附录Ⅱ)。特征值方程中复刚

度矩阵 [K*]可写成:
[K*]= [KR]+i[KI] (15)
其中:[KR]为复刚度矩阵的实数部分;[KI]为复刚

度矩阵的虚数部分。
此时,求解特征值问题转化成求解复特征值的

问题。即方程(8)转化为

([K*]-(ω*(r))2[M]){φ*}(r)= {0} (16)
其中,(ω*(r))2 和 {φ*}(r)是第r阶复特征值和特征

向量。即

{φ*}(r)= {φR}(r)+i{φI}
(r)

ω*(r)=ω(r) 1+iη
(r)

(17)

其中,η
(r)是第r阶模态的损耗因子。

泰勒级数展开得

ω* =

ω 1+η2
8-5η

4

128+…􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 +i η
2-η3

16+7η
5

256-…􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁  
(18)

因此,有阻尼系统的固有频率ωD 定义为

ωD =Re(ω*)=ω1+η2
8-5η

4

128+…􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 (19)

由式(19)得模态阻尼比

ηi =lm((ω*)2)/Re(ω*)2 (20)

2 有限元分析

本文利用 ABAQUS有限元软件计算复合材

料层合板的阻尼性能,以此为工程中快速准确地

分析复杂结构问题提供理论和技术支持。由于

ABAQUS软件的动力学分析模块中并不支持涉及

各向异性黏弹性材料的直接定义接口,不便于广

大用户使用。因此,本文提出借助ABAQUS提供

的二次开发接口UMAT,引入考虑频率变化的黏

弹性复合材料的复刚度矩阵,以便最大程度地利

用有 限 元 软 件 对 层 合 板 动 力 学 问 题 进 行 便 捷

求解。

2.1 材料阻尼导入

在 UMAT 中 定 义 复 雅 各 比 矩 阵 DDSDDE
(NTENS,NTENS,2),其中复刚度矩阵中的实部

和虚部分别定义为

DDSDDE(i,j,1)=C'ij(f)

DDSDDE(i,j,2)=C″ij(f)
(21)

从而实现了复合材料各向异性黏弹性阻尼的输入。
假设层合板划分成有限个单元,则每个单元

中,五个未知位移变量 (u,v,w,φ,θ)可写成:

u=∑
n

i=1
uiφi,v=∑

n

i=1
viφi,w =∑

n

i=1
wiφi

φ=∑
n

i=1
φiφi,θ=∑

n

i=1
θiφi

(22)

式中:n为单元中的节点数;φi 是插值函数,与有限

元选用的单元类型有关,即不同的单元类型对应着

不同形式的待求位移场;ui、vi、wi、φi、θi 为各节

点处的位移值。
将式(22)代入式(5),获得离散的复特征值方

程组:
[M]{̈u}+[K*]{u}= {F} (23)
式中,{F}指层合板所受外力。

有限元ABAQUS求解复特征值主要采用的是

向量迭代法,本文采用的是迭代法中的Lanczos求

解法,最终解得复合材料层合板的复特征值ω*,根
据式(19)和式(20)计算结构的模态频率和模态

阻尼。

2.2 ABAQUS分析的流程

图2为ABAQUS分析的流程,主要步骤如下。

图2 数值分析流程图

Fig.2 Flowchartofnumericalanalysis 

(1)初始基频确定。运用ABAQUS中频率提
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取分析步计算无阻尼层合板的前 N 阶固有频率

fr
0(r=1,2,…,N)。
(2)迭代求解第r阶模态阻尼ηr。(a)有阻尼

层合板的模态参数的求解:输入频率fr
0 对应的基

本复模量值,调用由UMAT编写的三维黏弹性本

构方程。运用 ABAQUS中复频率提取分析步计

算有阻尼层合板的前N阶固有频率fr
1 和模态阻尼

ηr
1。(b)逼近真实阻尼结果:考虑阻尼的频率依赖

性,由fr
1 对应的基本复模量再次用复频率提取分

析步计算前N阶固有频率fr
i 和模态阻尼ηr

i,这一

过程需多次迭代 (i=2,3,4,…)。
(3)判断迭代停止的条件。前后两次固有频率

计算结果偏差的绝对值小于0.1Hz时,停止迭代,
并将最后迭代结果fr

i 和ηr
i 作为该层合板第r 阶的

固有频率和模态阻尼。
(4)重复步骤(2)和(3),直到获取所有N 阶模

态阻尼值,分析结束。

3 算例验证

为了验证本文提出的数值方法及 UMAT子程

序的有效性,对现有文献中的五个算例进行数值计

算,并与实验测试结果和其他理论计算结果进行对

比。其中前三个算例的数据来自Lin等[21]和Alam
等[22]的论文,理论分析是基于 Hu[23]复特征值法

(VED法)和模态应变能法(SDC法)的计算结果,
这三个算例均不考虑复合材料阻尼的频率依赖性,
各方向的损耗因子为定值。而后两个算例的数据来

自Crane[11]的论文,考虑了复合材料阻尼的频率依

赖性,即各方向上的损耗因子为频率的函数。本文

所选取的5个算例涉及单向板(含偏轴)、正交层合

板、斜交层合板和准各向同性层合板等不同类型的

常用层合板,且考虑了材料阻尼的频率依赖性与否

的情况。各算例间相互支持,以表明本数值方法的

有效性及广适性。表1和表2分别给出了算例中试

件几何尺寸和材料参数。

表1 复合材料层合板试件尺寸

Table1 Specimendimensionofcompositelaminates

Case Layer-up Boundarycondition Geometricalconfiguration/mm
1[21] [0°]8 Free 182.75×182.75×1.64
2[21] [0°/90°]2S Free 227×227×2.05
3[22] [θ/-θ/θ/-θ] Simplesupport 150×37.5×1
4[11]

5[11]
[θ]16
[45°/-45°/90°/0°]2S

Cantileverbeam a×25.4×5

表2 复合材料层合板的材料参数

Table2 Materialparametersofcompositelaminates

Case
Parameters
E1/GPa E2/GPa G12/GPa G23/GPa ν12 ρ/(kg·m-3) φ1/% φ2/% φ12,φ13/%

1[23] 42.64 12.5 5.71 2.855 0.3 1971.0 0.87 5.05 6.91
2[23] 34.49 9.40 4.49 2.245 0.3 1813.9 0.87 4.75 6.13
3[23] 211.0 5.3 2.60 1.30 0.25 1524.0 0.0 50.0 50.0
4[11]

5[11]
57.8 19.86 6.1 3.05 0.264 1700.0 5.15×10-5f

+5.99×10-1
8.37×10-2ln(f)
+4.07×10-1

25.5×10-2ln(f)
-50.37×10-2

Notes:φ1—Longitudinallossfactor;φ2—Transverselossfactor;φ12、φ13—Sheardirectionlossfactor;f—Frequency.

  众所周知,单元网格划分密度是衡量有限元分

析结果精确与否的重要标准。为保证有限元解满足

工程实际精度要求,本文首先考察了网格密度与有

限元求解精度的内在联系,确定合适的网格密度及

其计算效率。有限元分析中以自由约束下正方形

GFRP单向层合板为例,采用C3D8单元进行建模。
为定量分析单元长宽比的影响,在宽度方向网格数

目一定的情况下(180个网格),改变长度方向网格

数目,共设计9个形式,分别为50×180、100×

180、130×180、150×180、170×180、180×180、

190×180、200×180、230×180,其对应的长宽网

格 数 目 比 α 分 别 为:0.28、0.56、0.72、0.83、

0.94、1、1.06、1.11、1.28。图3(a)和图3(b)分
别为复合材料层合板一阶固有频率以及一阶阻尼

比的计算结果随网格疏密的变化情况。结果表

明,随着长度方向网格的加密,计算结果逐渐趋

于收敛,考虑到计算的时间成本,后续算例分析

中选择单元长宽比为1的网格作为有限元建模标
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图3 复合材料层合板模态参数的有限元计算精度与

网格密度的关系

Fig.3 Relationshipbetweencomputationalaccuracyandgrid

densityofmodalparametersofcompositelaminates
 

准,即网格数目为180×180。
图4(a)为算例1中自由约束下正方形 GFRP

单向层合板,铺层方式为[0°]8,前六阶模态阻尼与

模态频率的关系。图中红色点为本文提出的FE分

析结果,蓝色和绿色点分别是VED法和SDC法的

理论解,黑色点是实验数据。有限元计算结果无论

是在模态频率还是在模态阻尼方面,均与两种理论

解结果相吻合,与实验数据较吻合。对于模态频

率,有限元前六阶的模态结果与试验结果的平均偏

差为3.83%,最大发生在第一阶,偏差为12.4%,
其余各阶偏差均小于5%;对于模态阻尼,有限元

前 六 阶 的 模 态 结 果 与 试 验 结 果 的 平 均 偏 差 为

12.73%,除第六阶(偏差为27.5%),其余各阶相

对偏差均小于15%。对于模态频率,有限元与

VED法和SDC法结果偏差均小于3%;对于模态

阻尼,除第四阶(偏差约20%),其余偏差均小于

图4 算例1中复合材料层合板的前六阶模态特性:

模态阻尼和模态频率以及振型

Fig.4 Firstsix-ordermodalpropertiesofcompositelaminatesfor

case1:modaldamping,modalfrequencyandmodeshapes
 

4%。图4(b)为有限元计算的前六阶振型(变形比

例为200倍),与文献中给出的振型结果一致,而且

发现含扭转成分较多的振型,其对应的阻尼比往往

较大,如一阶和三阶模态。
图5(a)为算例2中自由约束下正方形 GFRP

正交层合板,铺层方式为[0°/90°]2S,前六阶模态阻

尼与模态频率的关系。对于模态频率,有限元法与

VED法和SDC法的结果偏差均小于2.8%。对于

模态阻尼,除第二阶和第三阶外,其余偏差均小于

6%。第二阶偏差小于20%,第三阶小于60%。与
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图5 算例2复合材料层合板的前六阶模态特性:模态阻尼与

模态频率以及振型

Fig.5 Firstsix-ordermodalpropertiesofcompositelaminatesfor

case2:modaldamping,modalfrequencyandmodeshapes
 

试验结果相比,前六阶模态频率结果与实验值的平

均偏差为3.37%,模态阻尼的平均偏差为12.2%。
模态频率的最大相对偏差发生在第一阶,偏差值为

6.4%,模态阻尼在第四阶和第六阶时偏差较大,
分别为-20%和-24%。图5(b)给出了有限元计

算的前六阶的振型,与文献中给出的振型结果一

致,与算例1的振型结果对比,只有第六阶振型有

所不同,可见同样约束条件下,铺层的改变对振型

的影响往往首先发生在高阶模态上。
图6(a)和图6(b)给出了算例3中四边简支角

图6 算例3中复合材料层合板的一阶模态特性:模态阻尼与

角度以及各角度下的一阶振型

Fig.6 Firstordermodalpropertiesofcompositelaminatesfor

case3:modaldamping,angleandfirstmodeshapesof

differentangles
 

铺设层合板的一阶模态阻尼随铺设角的变化规律以

及不同铺设角所对应的一阶振型结果。图中可见,
随着铺设角(角度间隔为15°)的增大,一阶模态阻

尼减小;且在铺设角为15°和30°时阻尼变化最大,
而其他角度间的阻尼变化不大,主要是由于0°~
30°内,角度的改变对弯扭耦合的作用较大,对阻尼

比的影响也较大。图中同时给出了三种理论推导结

果。有限元法与瑞利里兹法(RRM 法)相比,偏差

较大,最大发生在75°时,偏差达120%,而与VED
法和SDC法两种理论的结果相比,吻合较好,最大
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偏差发生在30°,为14%,其余均小于8%。有限元

法与瑞利里兹法的基础都是泛函变分,瑞利里兹法

将近似函数定义在整个定义域中,试探函数越复

杂、项数越高,结果越精确,本例中认为瑞利里兹

法结果较精确,但该法不太适用于复杂结构及工程

应用,与之相比,有限元法精度既能达到要求又便

于工程求解。

图7 算例4中复合材料层合板的阻尼频率关系曲线

Fig.7 Curveofdampingvs.frequencyofcompositelaminates

forcase4 

图7是算例4中在悬臂梁约束条件下,偏轴单

向板一阶模态阻尼随频率变化的结果。不同偏轴单

向板的阻尼均呈现随频率的增加而增大的现象,且

在0~400Hz频率段,阻尼变化幅度最明显,大于

400Hz频率段时,阻尼变化较平缓。可见考虑复

合材料的频率依存关系非常重要,尤其是分析低阶

模态时显得更为必要。结果还表明一阶模态阻尼与

频率的关系随着角度的增加,基本呈现先增大后减

小的趋势,即偏角在0°~45°区间内,阻尼比越来越

大,而且变化幅度很大,主要是弯扭耦合的影响;
偏角在45°~90°区间内,阻尼比变化幅度逐渐降

低,可归结于弯扭耦合效应的减弱的原因。有限元

计算结果与Crane的预测结果相比较可见,本结果

从数值到变化规律均与Crane结果吻合良好。
图8(a)是算例5中准各向同性层合板一阶模

态阻尼随频率变化的结果。结果表明,层合板的一

阶阻尼比随着频率增大而增大;有限元预测结果与

Crane采用的复刚度法相比,偏差小于6.7%,且更

接近Crane提出的实验曲线。图8(b)给出了前四

阶振型,第一阶和第六阶是弯曲模态,第二阶是面

内弯曲模态,第三阶是扭转模态。
纵观五个算例结果,整体而言本有限元法与实

图8 算例5中复合材料层合板的模态特性:一阶模态阻尼的

频率依赖关系及前四阶振型

Fig.8 Modalpropertiesofcompositelaminatesforcase5:frequency

dependencyoffirstmodaldampingandfirstfour-ordermodeshapes
 

验结果吻合较好,个别处存在明显偏差(如算例1
和算例2中第一、第六阶模态频率及阻尼等),但这

些偏差对比其他理论分析也同样存在类似问题。一

般而言,有限元分析能否真实再现试验结果,其好

坏取决于构建本构模型和输入数据方面满足于试验

条件的程度。一旦前者确立后,后者输入数据的影

响是关键。Lin等[21]指出,影响实验数据的因素可

归结于以下方面。首先,试件完整性方面,试件在

制备过程中不可避免地存在如厚度偏差、铺层角度

偏差、纤维褶皱等缺陷。其次,测试环境方面,动

态测试过程中除了试件自身黏弹性能量耗散外,还

存在如空气阻尼(尤其是在非真空操作下)、夹持端

能量耗散等。这些因素将影响到材料参数(包括静

态模量以及动态损耗因子)测试结果的准确性。导

致有限元计算中输入数据与实际测试数据之间产生

偏差,影响到有限元计算结果的可靠性。另算例4
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及算例5中,Crane采用等效弯曲复刚度来计算层

合板的阻尼。振动过程中,虽然多数处于弯曲振动

状态,能量耗散也以弯曲耗能为主,但仍有部分扭

转及面内弯曲造成的能量耗散,尤其是对于算例4
中非对称层合板(15°偏轴板的偏差较大,此时扭

转成分较大)。而有限元法则综合考虑了各种能

耗,相比而言,计算结果较准确。因此,本文所提

出的数值方法对层合板阻尼预测,可以比拟于或

更优于现有理论方法,更具有工程应用的普遍

意义。

4 结 论

(1)利用用户材料子程序 UMAT的开发,成

功地导入了考虑频率依赖性的各向异性黏弹性材料

本构方程求解模块,提高了通用有限元软件的求解

功能。
(2)通过对单向板、不同角度斜角板以及准各

向同性复合材料层合板的阻尼分析,系统验证了本

算法的有效性和精确性。结果表明,运用本数值方

法与VED法和SDC法相比基本在8%以内,相比

复刚度阻尼法,最大偏差小于6.7%,且本结果更

接近于实验值。
(3)应用本方法可以比拟于或更优于现有其他

理论方法,其求解效率和精度令人满意,有望成为

分析预测复合材料结构模态阻尼的实用数值工具,
指导工程实践。

附录Ⅰ:
运用Hamilton变分原理,推导层合板的运动

方程,层合板中总的能量表示为

Π=U-V-T (Ⅰ-1)
式中:U 为层合板中总的应变能;V 为外力所做的

功;T 为层合板中总的动能;Hamilton原理表示为

对总能量的变分,即

∫
t2

t1
(δU-δV-δT)dt=0 (Ⅰ-2)

层合板自由振动中无外力做功,则式(Ⅰ-2)化简并

合并相同积分项得

∫
t2

t1

[∫V
((σxδεx +σyδεy +σzδεz+τxyδγxy +τyzδγyz

 +τxzδγxz)-ρ(􀭵üδu+􀭵v̈δv+􀭿ẅδw))dV]dt=0
(Ⅰ-3)

将式(Ⅰ-2)和式(Ⅰ-4)代入式(Ⅰ-3)中,得

∫
t2

t1

[∫
A

(δuNx,x+δwM1
x,xx+δφM2

x,x+δvNy,y+δwM1
y,yy

+δθM2
y,y+δvNxy,x+δuNxy,y+2δwM1

xy,xy+δθM2
xy,x

+δφM2
xy,y+δwS1

yz,y+δθS2
yz+δwS1

xz,x+δφS2
xy)dA

-∫
A

{δu(I1̈u+I2̈w,x+I3̈φ)+δv(I1̈v+I2̈w,y+I3̈θ)+

δw(I2(̈u,x+̈v,y+̈w,xx+w)+I3̈φ,x+I4̈θ,y+I6̈w,yy)+
δφ(I3̈u+I4̈w,x+I5̈φ)+δθ(I3̈v+I4̈w,y+I5̈θ)}dA]dt=0

(Ⅰ-4)
将N、M 和S 定义为

(Nx,Ny,Nxy)=∫
h/2

-h/2
(σx,σy,τxy)dz

  =∑
N

k=1∫
zk+1

zk

(σx,σy,τxy)dz

(M1
x,M1

y,M1
xy)=∫

h/2

-h/2
(σx,σy,τxy)p(z)dz

  =∑
N

k=1∫
zk+1

zk

(σx,σy,τxy)p(z)dz

(M2
x,M2

y,M2
xy)=∫

h/2

-h/2
(σx,σy,τxy)q(z)dz

  =∑
N

k=1∫
zk+1

zk

(σx,σy,τxy)q(z)dz (Ⅰ-5)

(S1xz,S1yz)=∫
h/2

-h/2
(τxz,τyz)(1+∂p

(z)
∂z

)dz

  =∑
N

k=1∫
zk+1

zk

(τxz,τyz)(1+∂p
(z)
∂z

)dz

(S2xz,S2yz)=∫
h/2

-h/2
(τxz,τyz)∂q

(z)
∂z dz

  =∑
N

k=1∫
zk+1

zk

(τxz,τyz)∂q
(z)
∂z dz

(I1,I2,I3,I4,I5,I6)=

 ∫
h/2

-h/2
ρ(1,p(z),q(z),p2(z),p(z)q(z),q2(z))dz

(Ⅰ-6)

附录Ⅱ:
将式(Ⅰ-4)代入式(Ⅰ-5),并沿板厚方向进行

积分,从而得到单位面积的内力和内力矩:

N
M1

M2

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨
􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 =

A B1 B2

B1 D1 D2

B2 D2 E

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

ε0

ε1

ε2

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨
􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (Ⅱ-1)

S1

S2  = F G
G H
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 γ0

γ1  (Ⅱ-2)

其中:
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N = Nx Ny Nxy  T,M1 = M1
x M1

y M1
xy  T,

M2 = M2
x M2

y M2
xy  T

ε0 = ε0x ε0y ε0xy  T,ε1 = ε1x ε1y ε1xy  T,

ε2 = ε2x ε2y ε2xy  T

S1 = S1yz S1
xz  T,S2 = S2yz S2

xz  T,

γ0 = γ0yz γ0xz  T,γ1 = γ1yz γ1xz  T

A=
A11 A12 A16

A12 A22 A26

A16 A26 A66

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,B1 =

B1
11 B1

12 B1
16

B1
12 B1

22 B1
26

B1
16 B1

26 B1
66

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ,

B2 =

B2
11 B2

12 B2
16

B2
12 B2

22 B2
26

B2
16 B2

26 B2
66

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ,D

1 =

D1
11 D1

12 D1
16

D1
12 D1

22 D1
26

D1
16 D1

26 D1
66

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ,

D2 =

D1
11 D1

12 D1
16

D1
12 D1

22 D1
26

D1
16 D1

26 D1
66

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ,E=

E11 E12 E16

E12 E22 E26

E16 E26 E66

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(Ⅱ-3)
其中,刚度系数定义为

(Aij,B1
ij,B2

ij,D1
ij,D2

ij,Eij)=

∫
h/2

-h/2

Cij(1,p(z),q(z),p2(z),p(z)q(z),q2(z))dz

(i,j)= (1,2,6)
(Fij,Gij,Hij)=

∫
h/2

-h/2

Cij

􀮠

􀮢
􀪁
􀪁􀪁 1+∂p

(z)
∂z

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2,∂q(z)
∂z
·1+∂p

(z)
∂z

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 ,∂q(z)
∂z

􀮠
􀮢

􀪁􀪁 􀮦
􀮨

􀪁􀪁 2􀮦

􀮨

􀪁
􀪁􀪁 dz

(i,j)= (4,5)
合并式(Ⅰ-4)中δu、δv、δw、δφ、δθ的系数,得到层

合板的运动方程式(Ⅰ-5)。
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