
 

 

复 合 材 料 学 报 第34卷  第4期  4月  2017年

ActaMateriaeCompositaeSinica Vol.34 No.4 April 2017

DOI:10.13801/j.cnki.fhclxb.20160729.002

收稿日期:2016-05-06;录用日期:2016-7-20;网络出版时间:2016-07-29 10:58
网络出版地址:www.cnki.net/kcms/detail/11.1801.TB.20160729.1058.004.html
基金项目:国家自然科学基金(11572204)
通讯作者:贺丹,博士,副教授,研究方向为微细观复合材料力学及结构优化 E-mail:Danhe@sau.edu.cn
引用格式:贺丹,杨子豪.基于一种新修正偶应力理论的平面正交各向异性功能梯度梁静弯曲模型与尺度效应[J].复合材料学报,2017,34

(4):766-772.
HED,YANGZH.Staticbendingmodelandsizeeffectofplaneorthotropicfunctionallygradedbeambasedonanewmodifiedcou-
plestresstheory[J].ActaMateriaeCompositaeSinica,2017,34(4):766-772(inChinese).

基于一种新修正偶应力理论的平面正交各向异性
功能梯度梁静弯曲模型及尺度效应

贺丹*, 杨子豪
(沈阳航空航天大学 辽宁省飞行器复合材料结构分析与仿真重点实验室,沈阳110136)

摘 要: 基于一种新修正偶应力理论建立了微尺度平面正交各向异性功能梯度梁模型。模型中包含两个材料尺

度参数,因此能够分别描述在两个正交方向上由尺度效应带来的不同大小弯曲刚度增强。基于最小势能原理推导

了平衡方程和边界条件,并以自由端受集中载荷作用的悬臂梁为例给出了弯曲问题的解析解。该梁模型的控制方

程以及解的形式和经典梁模型是一致的,只是在刚度项中增加了一项和尺度效应有关的项。算例结果表明:采用

本文模型所预测的梁挠度总是小于经典理论的结果,即捕捉到了尺度效应。尺度效应会随着梁几何尺寸的减小而

增大,并在梁的几何尺寸远大于尺度参数时逐渐消失。
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Staticbendingmodelandsizeeffectofplaneorthotropicfunctionally
gradedbeambasedonanewmodifiedcouplestresstheory

HEDan*,YANGZihao
(KeyLaboratoryofLiaoningProvinceforCompositeStructuralAnalysisofAerocraftandSimulation,

ShenyangAerospaceUniversity,Shenyang110136,China)

Abstract: Basedonthenewcouplestresstheory,anewmodelofplaneorthotropicfunctionallygradedbeammod-
elwasproposed.Thetwomaterialscaleparametersincludedinthemodelenablespresentmodeltodescribedifferent
bendingstiffnessenhancementsintwoorthogonaldirectionscausedbyscaleeffect.Theequilibriumequationsand
relatedboundaryconditionswerederivedusingtheprincipleofminimumpotentialenergy.Analyticalsolutionof
bendingproblemwasdevelopedforabendingcantileverbeamwithconcentrateforceappliedonthefreeend.The

governingequationsandsolutionsofpresentmodelhavesimilarformwithclassicalbeammodel,exceptoneaddi-
tionaltermrelatedtoscaleeffectinrigidity.Numericalresultsindicatethatdeflectionofthebeampredictedbypres-
entmodelissmallerthanthatoftheclassicalone,whichmeansthescaleeffectcanbecaptured.Thescaleeffectwill
increasewiththedecreaseofthegeometricalsizeofthebeam,butdiminishlittlebylittlewhenthegeometricalsize
ismuchlargerthanthematerialscaleparameter.
Keywords: modifiedcouplestresstheory;orthotropic;functionallygradedmaterial;scaleeffect;materialscalepa-

rameter

  近年来功能梯度材料(FGMs)[1]在微米、纳米量

级的装置和系统上的应用,如薄膜[2]、原子力显微

镜[3]、微机电系统(MEMS)和纳机电系统(NEMS)[4],

已经越来越多。诸多实验证实在微/纳米尺度上存

在材料力学行为的尺度效应问题[5-6]。传统的连续

介质力学不能解释尺度效应,因此需要发展新的广



 

 

义连续介质力学理论,并建立新的适用于微/纳米

尺度的功能梯度梁/板力学模型。
广义连续介质力学理论主要包括应变梯度理

论[7-8]和偶应力理论。与传统理论相比,它们都在

材料的本构关系中引入了新的用于解释尺度效应的

材料尺度参数。不同的理论所需要引入材料尺度参

数的个数不尽相同,但这些参数都只能通过复杂的

试验来进行测定,因此包含更少尺度参数的理论在

工程应用的便利上更具优势。Yang等[9]提出了一

种只含有一个材料尺度参数的对称偶应力理论(修
正偶应力理论),该理论被广泛用于建立微尺度下

的梁/板模型。Park和Gao[10]基于该理论建立了能

够描述尺度效应的梁弯曲模型,所得到的挠度结果

和试验结果吻合良好。Asghari等[11-12]基于修正偶应

力理论在弹性范围内对微尺度功能梯度梁进行了静

力学分析和动力学分析。Ke等[13]基于修正偶应力

理论对微尺度功能梯度梁的动态稳定性进行了分析。

Nateghi等[14]在考虑剪切变形的基础上用不同梁理

论对微尺度功能梯度梁进行了屈曲分析。Simsek和

Reddy[15]在修正偶应力理论和高阶梁理论的基础上

研究了功能梯度微尺度梁的弯曲和自由振动问题。

Yang等[9]提出的修正偶应力理论仅适用于各

向同性材料,因此上述关于微尺度板/梁模型问题

的研究工作所针对的也都是各向同性材料。为了能

够建立微尺度下层合板/梁结构的力学模型,陈万吉

等[16]发展了一种适用于各向异性材料的新修正偶应

力理论,并基于该理论开展了一系列有关层合板/梁

结构弯曲[17]、振动[18]和稳定[19]等问题的研究。
在宏观尺度下各向异性功能梯度材料力学行为

的研究工作已经取得了很多成果,本文则首次尝试

建立微尺度下平面正交各向异性功能梯度梁的静力

模型。该模型中含有两个材料尺度参数,这使得该

模型在捕捉到尺度效应的同时,还能够分别描述在

两个正交方向上由尺度效应带来的不同大小弯曲刚

度增强。

1 功能梯度梁

采用一种典型的平面正交各向异性功能梯度

梁,该梁的材料组分沿高度方向梯度变化,导致其

力学属性(如弹性模量和剪切模量)在沿梁高度方向

以一定的形式也发生变化。本文假设其材料属性沿

高度方向遵循幂指数变化[11]:
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其中:r为功能梯度变化指数,当r=0时功能梯度

材料退化为均质材料;􀭹z为梁截面任意一点距梁底

端的距离;下脚标t、b分别代表功能梯度梁顶面、底
面材料;h为梁高度;E1、E2 为正交各项异性材料

不同方向上的弹性模量;G1、G2 为材料不同方向上

的剪切模量。

2 新修正偶应力理论

由陈万吉等[16]提出的新修正偶应力理论,将

偶应力理论推广至各向异性材料。在该理论中,应

变张量εij 与曲率张量χij 分别定义为

εij = 12
(ui,j+uj,i)

χij =θi,j

(2)

其中:ui 为平动位移;标点符号“,”表示对ui 在不同

坐标方向(j方向)上进行求导;θi =eijkuk,j/2为转

动位移,其中e为置换张量。从式中可以清楚地看

到在新修正偶应力理论中应变张量是对称的,而曲

率张量是非对称的。其本构关系定义为

σij =λεkkδij +2Gεij

mij =l2iGiχij +l2jGjχji

(3)

其中:σij、mij 分别为应力张量和偶应力张量;λ和

G 为Lame常数;li(i=1,2,3)为材料尺度参数。

3 考虑尺度效应的平面正交各向异性功能

梯度梁

平面正交各向异性功能梯度梁的坐标系、中性

面以及外加载荷如图1所示。

图1 功能梯度梁的坐标系、中性面及外载荷

Fig.1 coordinatesystem,neutralplaneand

externalloadofthefunctionallygradedbeam 
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其中:􀭹z表示梁截面上任意一点距梁底面的距离;􀭹zc
表示梁的中性面距梁底面的距离(在梁受纯弯曲时,
梁的中性面上没有正应力产生);z表示梁截面任意

一点距中性面的距离;x轴沿梁轴线方向且与梁的

中性面重合;fu表示沿x轴方向上的体力;fw 表示

施加在梁上的横向载荷;fc 表示绕y轴的体力偶。
需要注意的是,对于功能梯度梁,中性面与几何形

心面常常是不同的,其确定方式为[11]

􀭹zc=∫A
Q11(􀭹z)􀭹zdA

∫A
Q11(􀭹z)dA

(4)

式中:Q11(􀭹z)与材料常数有关,具体的计算方法见

式(16)。

3.1 几何方程 
本文采用Bernoulli-Euler假设,即将梁的位移

表示为

u=u0(x)-zdwdx
v=0
w =w(x)
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其中:u、v、w 分别为梁任意一点沿x 轴、y轴和z
轴方向上的平动位移;u0 表示梁中性面沿x轴方向

的位移;梁的转动位移可由表达式θi =eijkuk,j/2及

式(5)得到:

θy =-dwdx
θx =θz =0
{ (6)

将式(6)代入到式(2)中,得到梁的应变分量:

εx =du0dx -zd
2w
dx2

εy =εz =γxz =γyz =γxy =0
{ (7)

将式(6)代入到式(2)中得到曲率分量:

χyx =-d
2w
dx2

χxx =χyy =χzz =χxy =χyz =χzy

 =χxz =χzx =0
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3.2 本构方程

假设平面正交各向异性功能梯度梁的材料主方

向即弹性模量E1(􀭹z)的方向与梁轴线方向存在夹角

Φ,以E1(􀭹z)方向为x'轴建立局部坐标系 (x',y',

z')。则局部坐标系下的应力-应变关系可表示为

σ'=Cε' (9)

其中:σ'= [σx',σy',mx'y',my'x']T;ε'= [εx',εy',

χx'y',χy'x']T;C为局部刚度矩阵[20]:
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其中:

C11(􀭹z)= E1(􀭹z)
1-ν12ν21

C12(􀭹z)=C21(􀭹z)=ν12E2(􀭹z)
1-ν12ν21

C22(􀭹z)= E2(􀭹z)
1-ν12ν21

C44(􀭹z)=G23(􀭹z)

C55(􀭹z)=G13(􀭹z)
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式中:E1(􀭹z),E2(􀭹z)为材料在x'轴和y'方向上的

弹性模量;ν12 和ν21 为泊松比;l1(􀭹z)和l2(􀭹z)分别

为沿x'轴和y'方向上的材料尺度参数。由式(9)
和式(10)可以清楚地看出在新修正应力理论中偶应

力分量是对称的。
全局坐标系 (x,y,z)下本构方程为

σ=Qε (12)

其中:σ= [σx,σy,mxy,myx]T;ε= [εx,εy,χxy,

χyx]T;Q为全局刚度矩阵:

Q=TTCT (13)

式中:T为局部坐标系与全局坐标系之间的转换矩阵:

T=

cos2Φ sin2Φ
sin2Φ cos2Φ

cos2Φ -sin2Φ
-sin2Φ cos2Φ
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其中:cosΦ为夹角Φ 的余弦值;sinΦ为正弦值。由

于全局坐标系下εy =χxy =0,则全局刚度矩阵简化

为

Q=
Q11(􀭹z)

Q22(􀭹z)
æ

è
ç
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ø
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其中:

Q11(􀭹z)=cos4ΦC11(􀭹z)+sin4ΦC22(􀭹z)

  +2cos2Φsin2ΦC12(􀭹z)

Q22(􀭹z)=cos4ΦC44(􀭹z)22(􀭹z)+sin4ΦC55(􀭹z)l21(􀭹z)-
  cos2Φsin2Φ(C55(􀭹z)l21(􀭹z)+C44(􀭹z)l22(􀭹z))
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4 基于最小势能原理的平衡方程和边界条件

微尺度平面正交各向异性功能梯度梁所具有的

应变能为

U = 12∫v
Vεdv= 12∫v

(σijεij +mijχij)dv=

1
2∫

L

0
(EA)eq

du0
dx
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2

+ ((EI)eq+

(βA)eq) d
2w
dx2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

dx (17)

其中,Vε为应变能密度,且

(EA)eq =∫A
Q11(􀭹z)dA

(EI)eq =∫A
Q11(􀭹z)z2dA

(βA)eq =∫A
Q22(􀭹z)dA
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其中,(βA)eq 为由尺度效应带来的梁弯曲刚度增强

项在梁截面上的等效积分,其值与材料尺度参数的

平方成正比。当材料处于宏观状态而不需要考虑尺

度效应时,该项退化为0。外力功为

W =∫
L

0
(fuu0-fww+fcθy)dx+(Nu0+Vw+

Mθy)
x=L

x=0
(19)

其中:N 表示在梁边界处加载的轴向外力;V 表示

在梁边界处加载的横向外力;M 为在边界处加载的

外力矩。
系统的总势能为

Π=U-W
由最小势能原理可得

δΠ =δ(U-W)=0 (20)

将式(17)和式(19)代入式(20)后进行分部积分,整

理可得

δΠ = ((EA)eqdu0dx -N)δu0
L

0
-(((EI)eq+

(βA)eq)
d3w
dx3 +V-fc)δw

L

0
+(((EI)eq+

(βA)eq)
d2w
dx2 +M)δw'

L

0
+∫

L

0
(((EI)eq+

(βA)eq)
d4w
dx4 +fw-dfcdx

)δwdx-

∫
L

0
((EA)eqd

2u0
dx2 +fu)δu0dx (21)

因此,可得微尺度平面正交各向异性功能梯度梁的

平衡方程:

(EA)eqd
2u0
dx2 +fu =0 (22)

((EI)eq+(βA)eq) d
4w
dx4 +fw-dfcdx =0 (23)

以及边界条件为在x=0处和x=L处应满足:

(EA)eqdu0dx -N =0 或  u0 =􀭵u0

((EI)eq+(βA)eq) d
3w
dx3 +V+fc=0

  或 w =􀭿w

((EI)eq+(βA)eq) d
2w
dx2 +M =0

  或dw
dx =d􀭿wdx
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5 算例分析

采用如图2所示的自由端受集中力F 作用的

平面正交各向异性功能梯度悬臂梁。梁的弹性常数

沿高度方向遵循式(1)所给出的幂指数形式变化,
同时假定梁的材料尺度参数l1、l2 以及泊松比不沿

梁高度方向发生变化。悬臂梁的长、宽和高分别用

L、b和h 表示。

图2 悬臂梁示意图

Fig.2 Schematicdiagramofcantileverbeam
 

由式(24)可得该算例中悬臂梁的边界条件为

w
x=0

=0

dw
dx x=0

=0

((EI)eq+(βA)eq)
d3w
dx3 +F[ ] x=L

=0

((EI)eq+(βA)eq)
d2w
dx2[ ] x=L

=0
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(25)

将平衡方程(23)进行四次积分得到

[(EI)eq+(βA)eq]w(x)=
1
6c1x

3+12c2x
2+c3x+c4 (26)
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通过边界条件(25),可以确定式(26)中的常数:

c1 =-F,c2 =FL,c3 =c4 =0 (27)

将式(27)代入式(26)中整理得到悬臂梁弯曲挠度解

析解:

w(x)= Fx2

6[(EI)eq+(βA)eq]
(3L-x) (28)

如果处于宏观条件下而不需要考虑材料的尺度

效应时,令材料尺度参数l1、l2 为0,则式(28)将退

化为传统梁理论下悬臂梁挠度的解析解。值得注意

的是,本文所给出的模型和经典梁模型具有相同形

式的微分方程(式(23))和解(式(28)),只是在刚度

项中增加了一项和尺度效应有关的项,因此可以直

接解释和分析平面正交各向异性功能梯度梁的多尺

度问题,非常便于工程应用。
为了验证微尺度平面正交各向异性功能梯度梁

中的尺度效应,给定梁的材料常数如表1所示。梁

的材料尺度参数、尺寸及外载荷如表2所示。

表1 微尺度平面正交各向异性功能梯度梁的材料常数

Table1 Materialconstantsofmicroscaleplaneorthotropicfunctionallygradedbeam

E1t/GPa E2t/GPa E1b/GPa E2b/GPa G1t/GPa G2t/GPa G1b/GPa G1b/GPa ν12 ν21
70 70/25 393 393/25 26 26/2 157 157/2 0.3 0.012
Notes:E1t,E2t,G1t,G2t,E1b,E2b,G1b,G1b—Elasticconstantsoftwokindofpurematerialsonthetopandbottomsurfaceoftheorthotropic
functionallygradedbeam,respectively;ν12andν21—Poisson’sratiowhichareassumedtobeconstantwithrespecttothicknessofthebeam.

表2 梁尺度参数、尺寸及外载荷

Table2 Scaleparameters,dimensionsandexternalloadsofbeam

l1 l2 b L F
15μm 5μm b=2h L=10h 8000μN
Notes:l1andl2―Materiallengthparametersalongtwoorthogonaldirectionsrespectively;bandL― Widthandlengthofthebeam,respective-
ly;F― Magnitudeofconcentratedforceappliedonthefreeendofthecantileverbeam.

  为了便于计算,在本篇论文中我们仅考虑材料

主方向与梁轴线方向的夹角为0°和90°两种情况且

梁的材料尺度参数l1、l2 根据工程经验假定为

15μm和5μm。

5.1 算例1:材料主方向与梁轴线一致时的挠度与

尺度效应

当梁材料主方向 E1 方向与梁轴线方向一致

(Φ=0°)时,夹角正弦值sinΦ =0,梁挠度表达式

中包含尺度参数l1 的项退化为0,仅有尺度参数l2
对结构的刚度有贡献。此时,挠度计算结果如图3
所示,图中横坐标为x坐标与梁长L 的比值;纵坐

标为挠度w 与梁高h 的比值;梁的功能梯度变化指

数r在本算例中取值为1。
由图3可知,当梁材料主方向E1 方向与梁轴

线方向一致且梁的几何比例保持不变 (b/h =2,

L=10h)时,在相同梁高度的情况下,本文模型所

预测的梁弯曲挠度总是小于传统梁模型预测的挠度

值。梁的几何尺寸越小,二者之间的差异就越大。
具体来说,就是当梁的几何尺寸与尺度参数接近

时,结构表现出比宏观状态下更高的抗弯刚度,即

出现所谓的“尺度效应”;而当梁的几何尺寸远大于

尺度参数时,结构表现出与宏观状态下相同的抗弯

刚度,即尺度 效 应 消 失。这 种 趋 势 与 微 弯 曲 实

图3 Φ=0°时不同梁理论下高度取不同值时悬臂梁的

挠度对比图

Fig.3 Comparisonofdeflectionofcantileverbeamof

differentthicknessusingdifferentbeamtheorywhenΦ=0°
 

验[21]中观察到的现象一致,因此可以证明本文模

型能够有效地捕捉和反映尺度效应,而这是传统梁

模型做不到的。

5.2 算例2:材料主方向与梁轴线垂直时的挠度与

尺度效应

当梁材料主方向 E1 方向与梁轴线方向垂直

(Φ=90°)时,夹角余弦值cosΦ=0,在梁挠度的表

达式中包含尺度参数l2 的项退化为0,仅有尺度参
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数l1 对结构的刚度有贡献。此时,挠度计算的结果

如图4所示。

图4 Φ=90°时不同梁理论下高度取不同值时

悬臂梁的挠度对比图

Fig.4 Comparisonofdeflectionofcantileverbeamwith

differentthicknessusingdifferentbeamtheorywhenΦ=90°
 

对比图4和图3可以看出,当Φ =90°时,梁

的挠度和尺度效应随着几何尺寸的变化而变化的趋

势与Φ=0°时是一致的,但是挠度值要比Φ =0°
时大得多,尺度效应也更加明显。这是因为:当

Φ=90°时,E2 起主要的抗弯作用,而本文算例中

的E2 远小于E1,所以Φ =90°时梁的挠度会明显

大于Φ=0°时的挠度;另外,当Φ=90°时,尺度效

应的大小由l1 决定,而本算例中l1 明显大于l2,因
此尺度效应也会比Φ =0°时更加明显。这说明本

文模型不仅能够反映尺度效应,还能描述Φ取不同

值时尺度效应的强弱差异。

5.3 算例3:功能梯度变化指数对尺度效应的影响

图5为当梁材料主方向E1 方向与梁轴线方向

一致(Φ=0°)和垂直(Φ=90°)时,功能梯度变化指

数r对不同高度的微尺度功能梯度梁尺度效应的影

响。图中横坐标为功能梯度变化指数r,纵坐标为

修正偶应力理论下自由端处挠度值与经典梁理论下

自由端处挠度值的比值。
由图5(a)可知:当梁材料主方向E1 方向与梁

轴线方向一致且梁整体形状保持不变 (b/h =2,

L=10h)时,在梁高度取相同值的情况下,不同梁

理论下悬臂梁自由端处挠度的比值随着功能梯度变

化指数的增加先是明显减小。在达到最小值后,随

着r值的继续增大,比值缓慢增加,悬臂梁表现出

的尺度效应逐渐减弱,但并不会消失,而是逐渐收

敛于某一特定值。同时,通过对图5(a)中梁高度取

图5 功能梯度变化指数r对不同高度微尺度

功能梯度梁尺度效应的影响

Fig.5 Influenceoffunctionallygradedindexonthescaleeffect

offunctionallygradedbeamswithdifferentthickness
 

不同值的4条曲线的对比可以发现,随着梁高度的

增加,梁自由端处挠度的比值逐渐增大并接近于1,
即当梁的几何尺寸远大于尺度参数时,尺度效应

消失。
对比图5(a)和图5(b)可知,功能梯度变化指

数r对悬臂梁尺度效应的影响在Φ =0°和Φ=90°
时是一致的。不同的是Φ=90°时挠度的比值远小

于Φ=0°的情况,这是因为在Φ=90°时决定梁尺

度效应大小的尺度参数l1 明显大于在Φ =0°时决

定尺度效应大小的尺度参数l2,因此,Φ=90°时挠

度比值更小,尺度效应更明显。

6 结 论
(1)在各向异性修正偶应力的基础上建立了平

面正交各向异性功能梯度梁的静力模型。该模型不

仅能够有效地捕捉到尺度效应,还可以分别描述在

两个正交方向上由尺度效应带来的不同大小的弯曲

刚度增强。
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(2)本文模型和经典梁模型的控制方程和解均

非常相似,只是在刚度项中增加了一项和尺度参数

有关的项,因此可以直接解释和分析平面正交各向

异性功能梯度梁的多尺度问题,非常便于工程

应用。
(3)当结构的几何尺寸的大小接近尺度参数

时,本文模型所预测的悬臂梁的弯曲挠度值总是小

于相同条件下传统梁模型所预测的挠度值,即捕捉

到了尺度效应。
(4)尺度效应会随着结构几何尺寸的增大而逐

渐减小,当结构尺寸远大于尺度参数时尺度效应会

完全消失。此外,功能梯度材料的变化指数对尺度

效应的程度也有一定的影响。
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