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基于修正剪滞模型的竹纤维/基体界面应力理论

李红波*1,2, 申胜平2, 郭建刚3

(1.山西农业大学 工学院,太谷030801;2.西安交通大学 机械结构强度与振动国家重点实验室,西安710049;

3.天津大学 机械工程学院,天津300072)

摘 要: 竹维管束鞘中竹纤维/基体界面力学问题对分析竹维管束在微观尺度下的力学行为起着重要作用。本

文针对竹纤维排布方式,并结合竹纤维锥形尖端几何特征,提出了适用于对竹维管束鞘做分析的修正剪滞理论模

型,推导出了纤维轴向应力及纤维/基体界面位置处剪应力计算公式,在此基础上讨论了竹纤维长径比和纤维锥

形尖端对复合材料内部应力分布的影响。分析发现,竹纤维较大长径比和细长锥形尖端可以实现纤维/基体界面

间应力的有效传递。
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Abstract: Theinterfacestressbetweenbamboofiberandmatrixplaysanimportantroleincontrollingthemicro-
mechanicalbehaviorofbamboovascularbundles.Basedonthestaggeredalignmentpatternandconical-endgeomet-
ricalcharacterofbamboofiber,amodifiedshear-lagmodelwasdevelopedtostudythestresstransferproblemin
bamboovascularbundlesheath,withwhichtheaxialaveragestressesofbamboofiberandfiber/matrixinterface
shearstresswerederived.Thentheeffectsoffiber-aspectratioandfibertip-lengthratioonthestressdistributiona-
longthefiberlengthwereinvestigated.Theanalysisresultsshowthatthelargeaspectratioandsharptapered-end
ofbambootinyfibercanmaketheinterfacialstresstransfereffectively.
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  作为天然生物复合材料,竹材具有高强度、高

韧性及耐冲击等优良力学性能,这与其天然多级结

构有关。为了揭示竹材优良力学性能本质,研究人

员 分 别 从 竹 材[1-3]、竹 片[4-8]、维 管 束[9-10]、纤

维[11-13]、细胞壁[14-16]及竹纤丝[17]等不同尺度对竹

材各级结构做了许多测试,研究了竹材在不同尺度

下弹性模量、强度及断裂韧性等力学性能的变化规

律。相关研究为开展竹材深加工、发展生物质建筑

材料实现以竹代木及研制新型仿生材料等提供了大

量参考依据。
生物复合材料由基本结构单元组成,基本结构

的组成特点及力学特性决定了宏观生物复合材料的

力学行为,因此对生物复合材料基本结构单元的研

究至关重要。天然竹材的良好表现与其增强相即竹

维管束有关,而竹维管束又由竹纤维、基体和多孔

相组成,其力学性能的好坏与竹纤维结构特征、力



 

 

学性能及纤维相互之间布列方式紧密相关。虽然目

前已经对竹维管束和竹纤维作了一些力学测试工

作,但从理论方面对二者间的关系研究还不是很深

入,因此有必要对竹维管束中基体与纤维间的应力

传递现象加以研究。
竹纤维处于维管束鞘或纤维股中,竹纤维细胞

一般较细长,其长径比很大,两端尖锐,相邻纤维

互相穿插,沿纵向交错排列[18-19]。考虑到竹纤维的

特殊几何形态,本文在竹纤维应力场分析过程中,
提出了适合于对竹纤维做应力分析的修正剪滞模型

(Modifiedshear-lagmodel,MSL)。讨论了竹纤维

长径比和纤维锥形尖端对竹纤维/基体复合材料内

部应力分布的影响。

1 竹纤维代表体元的建立

对纤维作应力分析时,一般把纤维看作两端平

齐的单元,如骨材料中的矿物质板[27-28],分析发现

在纤维端部会出现应力集中现象[29-30]。许多生物

材料如植物纤维及胶原纤丝端部往往呈尖状或抛

物线形状[21,31]。细长的竹纤维端部亦呈锥尖状。
图1为竹维管束鞘中的竹纤维。观察竹维管束

横截面发现,竹纤维相靠紧密,粗细不一,截面多

呈六边形或近似圆形,有助于它们更紧密地结合在

一起。
针对竹维管束鞘中的竹纤维几何形态建立复合

材料代表体元,如图2所示。对纤维中段部分考虑

纤维几何形状,可知,纤维为近六棱柱形,它与周

围纤维紧密结合,中间填充着胞间层基体。为了

分析方便,这里假设纤维的粗细程度、力学性质

等完全相同。在分析纤维之间的应力传递时,考

虑到采用六棱柱不易处理,这里把中心纤维看作

圆柱形,周围纤维可用圆环纤维替代,中间部分

为基体。
设中间纤维为f1,半径为r0,外围纤维为f2,

其内、外半径分别为r1 和r2,纤维f1 与f2 二者之

间填充以基体,基体厚度为s,设f1 与f2 厚度相同,
均为r0,则r1 和r2 分别满足以下关系:

r1 =r0+s (1)

r2 =r1+r0 =2r0+s (2)

图3为维管束鞘体元在柱坐标系下的受力情

况,体元受轴向力作用。其中纤维f1 中段长度为

L,锥尖长度为l,锥尖部分所占比例很小,其受力

情况在图3(b)中单独给出。

图1 竹维管束鞘中的竹纤维

Fig.1 Bamboofiberinvascularbundlesheath
 

图2 竹纤维几何模型

Fig.2 Bamboofibergeometricalmodel
 

2 纤维基体应力场理论分析

在极坐标系(r,θ,z)下,对于圆柱轴对称问

题,其控制方程为

平衡方程:

∂σr

∂r+∂τrz

∂z +σr-σθ

r =0

∂τrz

∂r +∂σz

∂z+τrz

r =0

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3)

几何方程:
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图3 竹维管束鞘代表体元

Fig.3 Representativevolumeelement(RVE)of

bamboovascularbundlesheath
 

εr =∂u∂r

εθ = u
r

εz =∂w∂z

γrz =∂u∂z+∂w∂r

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)

本构方程:

εr = 1E
[σr-ν(σθ+σz)]
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[σθ-ν(σz+σr)]
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(5)

式中:σr、σθ、σz 和τrz 为应力分量;εr、εθ、εz 和γrz 为

应变分量;u和w 为径向和轴向位移分量;E、ν和

G 分别为材料的弹性模量、泊松比和剪切模量。上

述方程对纤维和基体均适用。
边界条件:

基体内外两侧剪应力相等,由对称性可知,纤

维f2 外表面处剪应力为零:

τmrz r=r0=τmrz r=r1=τi

τf2 r=r2=0 (6)
在界面位置处,应力满足连续性条件:

τf1 r=r0,-L≤z≤L=τm r=r0,-L≤z≤L

τf2 r=r1,-L≤z≤L=τm r=r1,-L≤z≤L (7)

设在z =±L 处复合材料平均轴向应 力 为

σ0,即

σc z=±L=σ0 (8)

2.1 纤维区域

平衡方程(3)第二式为沿z轴方向的平衡方程。
对纤维f1 区域,将z轴方向平衡方程沿径向自

0至r0 进行积分,有

1
πr20∫

r0

0

∂σf1z
∂z
(2πr)dr+ 1

πr20∫
r0

0

1
r
∂(rτf1rz)
∂r

(2πr)dr=0

(9)
定义横截面内纤维f1 沿纵向的平均应力为

􀭰σf1z = 1
πr20∫

r0

0
σf1z(2πr)dr (10)

式(10)代入式(9),有

d􀭰σf1z
dz =-2r0

τ1z (11)

在式(11)推导过程中,引入了纤维f1 轴心位置

处剪应力为零的情况,即

τf1rz r=0 =0,τf1rz r=r0 =τ1z (12)
其中,τ1z 为纤维f1 与基体界面处的剪应力。

类似地,对纤维f2 增强区域,有平衡方程:

d􀭰σf2z
dz = 2r1

r22-r21
τ2z (13)

其中,

􀭰σf2z = 1
π(r22-r21)∫

r2

r1
σf2z(2πr)dr (14)

为纤维f2 在横截面内沿纵向的平均应力。
同样地,式(14)推导过程中,引入了纤维f2 的

应力边界条件:

τf2rz r=r1 =τ2z,τf2rz r=r2 =0 (15)
其中,τ2z 为纤维f2 与基体界面处的剪应力。

2.2 基体区域

在基体中,由于不考虑轴向正应力,加之其厚

度非常小,故可设其内外两侧界面处剪应力相

等,即

τ1z =τ2z =τiz (16)
则对式(11)和式(13),有

d􀭰σf1z
dz =-2r0

τiz (17)

d􀭰σf2z
dz = 2r1

r22-r21
τiz (18)

纤维f1 和f2 沿轴向位移的差异使基体中产生

剪应变γm,参考Nairn[26]的工作,忽略基体的径向

位移,有
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w2z-w1z =sγm (19)
式(19)两边对z进行微分,可得

ε2z-ε1z = s
Gm
dτiz

dz
(20)

2.3 纤维轴向应力基本方程

设纤维f1 和f2 均有相同的纵向弹性模量Ef,
将式(17)代入式(20),同时忽略横向应力的影响,
并令εz =􀭰σz/Ef,有

􀭰σf2z -􀭰σf1z
Ef

=- s
Gm

r0
2
d2􀭰σf1z
dz2

(21)

为了考虑􀭰σf1z 和􀭰σf2z 的关系,设复合材料在横截

面内整体平均应力为σ0,考虑纤维与整体复合材料

受力关系,同时忽略基体轴向正应力影响,有
􀭰σf1zr20+􀭰σf2z(r22-r21)=σ0r22 (22)
可以得出:

􀭰σf2z =σ0 r22
r22-r21-􀭰σf1z r20

r22-r21
(23)

式(23)代入式(21),整理可得

d2􀭰σf1z
dz2 -2G

m

sr0Ef
1+ r20

r22-r21  􀭰σf1z +2G
m

sr0Ef
r22

r22-r21
σ0 =0

(24)
式(24)即为纤维f1 轴向应力的控制方程。

2.4 纤维轴向应力求解

对式(24)求解,得纤维f1 轴向应力:

􀭰σf1z = r22
r22-r21+r20

σ0+Acosh(βz)+Bsinh(βz)

(25)
其中:A 和B 为常系数;β为剪滞系数,当r1=r0+
s、r2 =r1+r0 时,β为

β= 4Gm

Ef
2r0+s

(3r0+2s)r0s
(26)

考虑中心纤维f1 与周围基体组成的复合材料,
设vf为纤维f1 的体积含量:

vf= r20
(r0+s/2)2

(27)

则β可用vf表达为

β= Gm

Ef
· 4vf
(4-vf)(1-vf)

1
r0

(28)

常数A 和B 可由边界条件求出,下面分别对

其计算。
首先,由对称性􀭰σf1z z=-L =􀭰σf1z z=L,可知B =

0,从而

􀭰σf1z = 1
vf
σ0+Acosh(βz) (29)

联立式(17)和式(29),求出纤维f1 与基体界面

处的剪应力τ1z 为

τ1z =τiz =-r0
2
d􀭰σf1z
dz =-r0

2Aβsinh(βz) (30)

其次,为了求常数A,需考虑纤维尖端部分的

应力分布情况。
2.5 纤维尖端部分的应力分布

Goh等[21]对具有不同尖端形状的纤维研究发

现,圆柱形纤维增强复合材料,轴向应力沿纤维

长度方向线性增加,端部应力为零,至中间部位

增至最大;而对尖端呈圆锥形的纤维,其轴向应

力沿纤维长度方向保持不变;尖端呈抛物线和椭

圆形状的纤维应力分布居于柱形纤维和锥形纤维

之间。一般而言,纤维端部逐渐变细可以降低纤

维中间位置处的峰值应力,并使轴向应力分布更

均匀[21-25]。
设纤维中段的长径比为

q=L/r0 (31)
锥尖部分长径比为

qt=l/r0 (32)
令锥尖长度l与纤维中段长度L 的比值为

k=l/L (33)
则由式(31)~(33)可得

qt=kq (34)
当纤维尖端部位呈圆锥形时,纤维轴向应力沿

轴向保持不变(图3(b)),Goh等[21]给出了圆锥形

纤维轴向应力计算公式

σtz =τtqt (35)
其中:σtz 为锥形纤维轴向应力;τt 为锥形纤维表面

剪应力,在纤维尖端保持不变。
对竹纤维尖端测量发现,竹纤维尖端部位夹角

一般2°~5°,中段部分向尖端部分过渡非常缓慢,
可以认为纤维1中间圆柱部分与端部锥尖部分在连

接处满足应力连续,由连续性条件可知

τt=τiz z=L (36)
及

σtz =􀭰σf1z z=L (37)
联立式(30)、式(35)~(37),解得常系数A:

A =- 1
vf

2
2cosh(βL)+βLksinh(βL)

σ0 (38)

将式(38)代入式(29)和式(30),求得纤维f1 轴

向应力及界面处剪应力分别为

􀭰σf1z = σ0
vf
1- cosh(βz)

T1cosh(βL)  (39)
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τiz = σ0
vf

βsinh(βz)
2T1cosh(βL)

(40)

其中:

T1 =1+βLk
2tanh

(βL) (41)

3 纤维几何参数对竹纤维/基体复合材料内

部应力分布的影响

本节利用所建立的修正剪滞模型,结合竹纤维

测试数据,分析了竹纤维几何参数变化对维管束鞘

体内应力分布的影响。

  首先将纤维应力无量纲化。在式(39)和式(40)
左右两边分别除以σ0,得到纤维1中段部分轴向应

力及界面处剪应力表达式

􀭰σ= 1
vf
1- cosh(βz)

T1cosh(βL)  (42)

􀭰τ= 1
qvf

βLsinh(βz)
2T1cosh(βL)

(43)

竹纤维力学参数给定如下:
竹纤维:Ef=33.83GPa[32],
基体:Em =2.16GPa[9],μm =0.28[33]。
竹纤维几何参数在表1中给出。

表1 毛竹纤维几何参数

Table1 Geometricparametersofbamboofiber

Radiusr0/μm
Fibervolumefraction
vf

Fiber-aspectratioof
themiddlepartq

Fiber-aspectratioof
thetippartqt

Ratiooftippartto
middlepartk

Max 11.2 0.96 115.9 17.2 0.25
Min 4.2 0.89 48.0 4.4 0.06
Mean 7.3 0.93 79.0 9.1 0.1

3.1 纤维长径比q对纤维应力的影响

由式(28)可知,剪滞参数β与纤维长径比q 成

正比,随着q的增大,β逐渐增大,应力传递特征长

度1/β逐渐减小。由式(42)和式(43)可知,纤维长

径比q的大小只对纤维端部参与应力传递的区域有

影响。由式(35)可知,纤维长径比q的变化对纤维

锥尖部分的轴向应力也有影响。
为分析纤维长径比q对复合材料纤维/基体间

应力传递的影响,图4(a)和图4(b)分别为长径比q
取值分别为10、20、50和100时纤维轴向正应力及

纤维/基体间界面剪应力沿纤维长度的变化趋势。
其中,锥尖长度比例k和纤维体积含量vf的取值参

考表1测量数据,分别取k=0.1,vf=0.93。可以

看出,纤维在靠近端部位置处与周围基体发生应力

传递,基体通过剪应力将载荷传递至纤维。一般纤

维长径比q越小,β越小,应力传递也越缓慢,同时

纤维中段参与应力传递的范围也就越宽(由于这时

1/β变大),而随着纤维长径比q的增大,纤维参与

应力传递的范围将逐渐变窄,应力传递将愈为迅

速。另外,锥尖部分的应力值随着q的增大而逐渐

增大,使纤维中段轴向应力与锥尖部分应力差值逐

渐减小,减小了纤维端部的应力集中程度。
纤维中段部位承受的轴向正应力最大,依据图

4(a)所示应力变化情况可知,增加长径比q对纤维

最大正应力的影响不明显。据此可以判断,如果纤

维的失效方式取决于纤维轴向正应力的大小,那么

采取增大纤维长径比的方法并不是十分有效。
从图4(b)可以看出,界面最大剪应力发生在

纤维端部锥尖部位,故这些部位最容易发生界面脱

粘现象。比较纤维长径比与剪应力的关系发现,纤

维长径比越大,其最大剪应力就越小,由此可以得

出,如果纤维的失效方式取决于界面剪应力的强弱

程度,则纤维长径比越大,其承载能力越强。

3.2 纤维锥尖对纤维应力的影响

考虑纤维端部尖端长度对剪滞参数β和纤维轴

向正应力的影响。由式(28)可知,β与纤维尖端长

度无关,故纤维尖端长度的变化对β无影响,纤维

与基体间发生应力传递的区域范围不变,均为

1/β。
为分析锥尖长度比例k对复合材料纤维/基体

间应力传递的影响,图5(a)和图5(b)分别为锥尖

长度比例k取值分别为0、0.05、0.1和0.3时纤

维轴向正应力及纤维/基体间界面剪应力沿纤维

长度的变化趋势。其中纤维长径比q和纤维体积

含量vf的取值参考表1测量数据,分别取q=79,

vf=0.93。
由纤维中段轴向应力表达式(42)和图5(a)可

知,锥尖长度比例k对纤维端部z=L 处的轴向应

力􀭰σ有影响,随着锥尖长度比例k的增加,纤维在

z=L 处的轴向应力逐渐增加,可见纤维尖端的存
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图4 不同长径比情况下纤维轴向应力(a)与界面剪应力(b)

沿纤维长度的分布情况

Fig.4 Normalizedaxialstress(a)andinterfaceshear

stress(b)distributionalonghalfofthefiberlengthforvarious

fiber-aspectratios(vf=0.93,k=0.1)
 

在减小了端部的应力集中,避免了应力的急剧

变化。
与纤维轴向应力变化规律相反,由式(43)和图

5(b)可知,界面剪应力最大值随着锥尖长度比例k
的增加而逐渐减小。如果纤维的失效方式取决于界

面剪应力的强弱程度,则纤维锥尖长度比例越大,
其承载能力越强。可见,天然纤维锥尖部分的出现

可以实现天然纤维/基体界面间应力的有效传递,
有助于减缓纤维端部应力集中的发生。

锥尖长度比例k可在0~∞ 范围内变化,当锥

尖长度比例k=0时,锥尖消失,锥尖部分不再参与

应力传递,这时修正剪滞模型完全退化为传统Cox
剪滞模型,而当k→ ∞ 时,纤维中段与锥尖部分的

应力值将趋于相同,剪滞效应消失。
根据纤维及界面处应力分布情况也可以对维管

束拉伸破坏现象作分析。由于纤维端部锥尖部位剪

应力最大,当这些部位发生局部界面脱粘时,该部

图5 不同尖长比情况下纤维轴向应力(a)与界面剪应力(b)

沿纤维长度的分布情况

Fig.5 Normalizedaxialstress(a)andinterfaceshearstress
(b)distributionalonghalfofthefiberlengthforvarioustiplength

ratios(q=79,vf=0.93)
 

分不再参与应力传递,这时纤维/基体界面在裂尖

位置处剪应力仍然最大(式(43)),因此裂纹会沿着

纤维与基体间的界面继续扩展,直至试样发生整体

破坏。

4 结 论

(1)结合竹纤维几何特征,提出了适用于分析

竹维管束鞘的修正剪滞理论模型,利用该理论模型

推导出了纤维轴向应力及纤维/基体界面位置处剪

应力计算公式。
(2)分析了纤维长径比参数变化对纤维轴向应

力及界面剪应力的影响。纤维长径比愈大,纤维/
基体界面间应力传递愈迅速,界面剪应力及纤维端

部应力集中程度亦愈小。
(3)分析了纤维端部尖端长度对剪滞参数和纤

维轴向正应力的影响。纤维尖端长度变化对剪滞参

数无影响;纤维尖端长度愈大,界面剪应力及纤维

端部应力集中程度愈小。
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(4)纤维锥形尖端可以实现纤维/基体界面间

应力的有效传递。在植物纤维增强复合材料中必须

对纤维尖端情况予以重视。
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