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利用外方内圆模型预测单向连续纤维增强树脂基
复合材料的横向弹性模量

李艳茹*, 程忠庆, 姜海波
(海军勤务学院 海防工程系,天津300450)

摘 要: 为了对连续纤维增强树脂基复合材料的横向弹性模量进行较高精度的解析计算,利用代表性体积单元

横截面为正方形基体包裹圆形纤维的外方内圆模型,采用先并联后串联和先串联后并联的两种计算方式进行公式

推导,借助于 Mathematica软件进行符号积分运算,获得了横向弹性模量的2组解析解,将其中间值作为预测值,

给出了预测值的近似公式,并与一组实验数据进行了比较。研究表明,外方内圆模型能较好地反映客观实际,利

用 Mathematica软件可以解决计算困难的问题;将解析解的中间值作为横向弹性模量的预测值,与一组实验数据

比较,显示解析计算的相对误差基本在10%以内;给出的近似公式形式简单,且其曲线能较好地吻合中间值曲

线,在纤维体积分数小于75%的范围内,近似公式与中间值公式计算结果之间的最大误差不超过7%。
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Predictionoftransverseelasticmodulusofunidirectionalcontinuousfiber
reinforcedresincompositesusingthemodelofcircle-in-square

LIYanru*,CHENGZhongqing,JIANGHaibo
(DepartmentofCoastalDefenseEngineering,NavalLogisticalCollege,Tianjin300450,China)

Abstract: Inordertocalculatethetransverseelasticmodulusofcontinuousfiberreinforcedresincompositeswith
highprecision,twoanalyticalsolutionsofthetransverseelasticmoduluswereobtained,byusingthemodelofcircle-
in-square,whichisthecross-sectionshapeofarepresentativevolumeunitthatthesquarematrixwrapsacirclefi-
ber,andbyderivatingformulasusingtwokindsofcalculationmethodinparallelafterseriesandinseriesafterparal-
lelbymeansofMathematicasoftware.Themedianvalueofthetwoanalyticalsolutionswastreatedasthepredictive
value,andtheapproximateformulaofthepredictivevaluewasgiven.Theresearchresultsshowthat,themodelof
circle-in-squarecanbetterreflecttheobjectivereality,andtheMathematicasoftwarecanbeusedtosolvetheprob-
lemofdifficultcalculationinthisproject;Themedianvalueofthetwoanalyticalsolutionscanbeusedasthepredic-
tivevalueofthetransverseelasticmodulus.Comparedwithasetofexperimentaldata,therelativeerrorsoftheme-
dianvaluesarebasicallylessthan10%;Theformoftheapproximateformulaissimple,anditscurvecanwellfitthe
medianvaluecurve.Intherangethatthefibervolumefractionislessthan75%,themaximumerrorbetweenthe
calculationresultsofapproximateformulaandthemedianvalueformulaisnotmorethan7%.
Keywords: compositematerial;continuousfiber;transverseelasticmodulus;modelofcircle-in-square;analytical

calculation

  纤维增强树脂基复合材料弹性模量的计算是一

个经典问题,也是很复杂的问题,通常采用解析法

和数值法两种方法解决。早期以解析法为主,通过

简单模型进行求解,该项研究在上世纪五、六十年



 

 

代达到高峰,具有代表性的包括 Halpain-Tsai的修

正混 合 率 公 式[1-2]、Eshelby弹 性 夹 杂 模 型[3-4]、

Mori-Tanaka平 均 场 模 型[5-6]、Chamis 模 型[7-8]、

Hill-Hashin-Christensen-Lo 模 型[9-12] 和 桥 联 模

型[13-14]等。复合材料弹性模量的细观力学研究,其

精确度在很大程度上取决于计算模型的选取。早期

建立的模型基本上都是复合材料实际结构的一种抽

象,未能反映真实材料的一些重要特征,因而在计

算除纵向弹性模量之外的其他常数时,有较大的误

差,且这种误差的产生应归咎于模型误差,仅通过

改进计算手段的方法来减小误差是很困难的[15]。
建立反映真实材料主要特征的复杂模型,是提

高计算精度的前提条件,但是解析法对复杂模型的

求解遇到巨大困难,因此后期的研究以数值法为

主,通过复杂、逼真的模型进行数值计算。从上世

纪七十年代开始的这种研究随计算机软硬件的飞速

发展而持续不断地得到加强,具有代表性的包括通

用元胞法[16-17]和有限元法[18-19]等。数值法采用了

较复杂的模型,因此预测精度高,但存在消耗计算

机资源多,计算结果没有普适性等问题。
最近20年来,一大批数学软件应运而生,发展

迅速且功能强大,具有代表性的包括Mathematica、

MathCAD、Matlab和 Maple等,这些先进技术成

果使对复杂表达式的积分运算变得简单易行,大幅

度提升了解析法的应用深度和广度。本文的目的也

是对复杂、逼真的模型进行精确计算,但不是采用

目前广泛流行的数值法,而是借助于 Mathematica
软件的符号积分工具采用解析法进行求解,期望达

到与数值法相近的精度,并能发挥解析法结果清晰

直观和具有普适性的特点。

1 外方内圆模型及其求解问题

在纤维增强树脂基复合材料的代表性体积单元

的横截面上,纤维应当排列在基体的中间,并回归

纤维截面原有的圆形形状,而包裹纤维的基体横截

面为正方形,由此可形成外方内圆模型,如图1所

示。但是纤维圆形截面计算起来十分复杂,起初人

们不得不对其进行简化处理,最典型的办法是简化

成等面积的正方形,并将代表性体积单元的横截面

划分成3部分,中间部分的宽度与纤维正方形的边

长相等,由纤维和基体材料串联(并联)组成,两侧

的部分则全是基体材料,与中间部分构成并联(串
联)结构,然后利用串、并联公式进行复合计算,得

到先串后并(如图2(a)所示)和先并后串(如图2(b)

所示)的两个计算公式[20],其值稍高于串联公式的

计算值,但仍偏离实验数据。由此可见,研究者面

对的难题是,要么采用简化的模型得到误差很大的

结果,要么采用接近实际的模型得到比较准确的结

果,但必须攻克计算困难的制约。

图1 纤维增强树脂基复合材料外方内圆计算模型

Fig.1 Calculationmodelofcircle-in-squareof

fiberreinforcedresinmatrixcomposites 

图2 纤维增强树脂基复合材料方形计算模型

Fig.2 Squarecalculationmodeloffiberreinforced

resinmatrixcomposites
 

随着计算机硬件和软件技术的迅猛发展,现在

人们可以设计各种复杂的、回归本质特征的计算模

型,而计算过程的复杂性可由计算机解决。本研究

对外方内圆模型进行了研究,将纤维圆形截面及包

裹的基体截面划分成无穷多个小矩形,利用积分方

法得到了弹性模量性能解析计算公式,结果将表明

计算值能较好地符合实验数据。

2 单向连续纤维增强树脂基复合材料横向

弹性模量公式推导

本文采用微积分方法探讨基于外方内圆模型的

弹性模量计算问题。可分为先并后串和先串后并两

种计算方式。
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2.1 先并后串计算方式

首先确定计算单元。横向受力的连续纤维增强

复合材料外方内圆模型的代表性体积单元如图1所

示,将该体积单元划分成左中右3部分,左右两部

分是纯基体,中间部分(宽度等于纤维直径)是纤维

与基体的混合体,如图3所示。现取其右上角四分

之一计算单元建立坐标系进行计算,如图4所示。

图3 纤维增强树脂基复合材料的代表性体积单元

(先并后串计算图)

Fig.3 Representativevolumeunitoffiberreinforcedresin

matrixcomposites(seriesafterparallel)
 

设代表性体积单元边长为2(图4中正方体边

长为1),则纤维的体积分数为

Vf=πr
2

4
(1)

纤维半径r的最大值为1,因此纤维体积分数

Vf的最大值为π/4。若纤维体积分数已知,由上式

可得纤维半径为

r= 4Vf

π
(2)

其次确定微分单元的弹性模量。设外部应力为

水平方向,在图4中的x 处(x<r范围内)取一微

分单元,其宽度为Δx,纤维与基体的混合体的总

高度为1, 其中纤维高度为 r2-x2。假定该混合

图4 纤维增强树脂基复合材料四分之一体积单元

(先并后串计算图)

Fig.4 Quarteroftherepresentativevolumeunitoffiber

reinforcedresinmatrixcomposites(seriesafterparallel)
 

体微分单元纤维和基体应变相等,根据弹性模量的

并联公式,该混合体微分单元的弹性模量为

E(x)=VfEf+(1-Vf)Em

= r2-x2Ef+(1- r2-x2)Em

= 4Vf/π-x2Ef+(1- 4Vf/π-x2)Em

(3)
最后计算总弹性模量。在x<r范围内,所有

微分单元是串联排列的,按弹性模量的串联公式,
该部分的弹性模量的倒数为

1
Erx

= Vx1

E(x1)+
Vx2

E(x2)+
Vx3

E(x3)+
…+ Vxn

E(xn)+
…

= 1
E(x1)

Δx1
r + 1

E(x2)
Δx2
r + 1

E(x3)
Δx3
r +…+

1
E(xn)

Δxn

r +… (4)

当n 趋近于无穷大时,上 式 可 由 积 分 法 计

算,即

1
Erx

=∑
∞

n=1

1
E(xn)

Δxn

r =∫
r

0

1
E(x)

dx
r =∫

4Vf/π

0

1
4Vf/π-x2Ef+(1- 4Vf/π-x2)Em

dx
4Vf/π

=
π2Em+2πEmarctan2(Ef-Em)Vf/ πE2

m-4Vf(Ef-Em)2  
4(Ef-Em)Vf πE2

m-4Vf(Ef-Em)2
+ ππ
4(Ef-Em)Vf

(5)

  这是包含反正切函数的比较复杂的积分结果,
它是利用 Mathematica软件进行符号积分得到的。

图5表示的四分之一计算单元右侧纯基体部分

与x<r范围内的混合体串联,因此总的弹性模量

的倒数为

1
E1

=Vr1

Erx
+1-Vr1

Em
= r

Erx
+1-r

Em

=
ππEm+2πEmarctan2(Ef-Em)Vf/ πE2

m-4Vf(Ef-Em)2  
2(Ef-Em)πE2

m-4Vf(Ef-Em)2
+ π
2(Ef-Em)+

1- 4Vf/π
Em

(6)
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2.2 先串后并计算方式

首先确定计算单元。横向受力的连续纤维增强

复合材料外方内圆模型的代表性体积单元如图5所

示。将该体积单元划分成上中下3部分,上、下两

部分是纯基体,中间部分(宽度等于纤维直径)是纤

维与基体的混合体。现取其右上角四分之一计算单

元建立坐标系进行计算,如图6所示。

图5 纤维增强树脂基复合材料的代表性体积单元

(先串后并计算图)

Fig.5 Representativevolumeunitoffiberreinforced

resinmatrixcomposites(parallelafterseries)
 

其次确定微分单元的弹性模量。设外部应力为

水平方向,在图6中的y处(y<r范围内)取一微分

单元,其宽度为Δy,纤维与基体的混合体的总长度

为1,其中纤维长度为 r2-y2。假定该混合体微

分单元纤维和基体所受应力处处相等,根据弹性模

图6 纤维增强树脂基复合材料四分之一体积单元

(先串后并计算图)

Fig.6 Quarteroftherepresentativevolumeunitoffiber

reinforcedresinmatrixcomposites(parallelafterseries)
 

量的串联公式,该混合体微分单元的弹性模量的倒

数为

1
E(y)=

Vf

Ef+
1-Vf

Em

= r2-y2
Ef +1- r2-y2

Em

=

4Vf

π -y2

Ef +
1- 4Vf

π -y2

Em
(7)

最后计算总弹性模量。在y<r范围内,所有

微分单元是并联排列的,按并联公式该部分的弹性

模量为

Ery =Vy1E(y1)+Vy2E(y2)+Vy3E(y3)+…+VynE(yn)+…

=Δy1rE(y1)+Δy2rE(y2)+Δy3rE(y3)+…+Δyn

r E(yn)+… (8)

当n趋近于无穷大时,上式可由积分法计算,即

Ery =∑
∞

n=1

Δyn

r E(yn)=∫
r

0
E(y)dyr =∫

4Vf/π

0

1
4Vf/π-y2

Ef +1- 4Vf/π-y2
Em

dy
4Vf/π

=
πE2

fEm 2arctan
2(Ef-Em)Vf

πE2
f-4(Ef-Em)2Vf

+π􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

4(Ef-Em)Vf πE2
f-4Vf(Ef-Em)2

- π3/2EfEm

4(Ef-Em)Vf

(9)

  图6表示的四分之一计算单元上侧纯基体部分

与y<r范围内的混合体并联,因此总的弹性模

量为

E2 =Vr2Ery +(1-Vr2)Em =rEr+(1-r)Em

= 4Vf

π
·
􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

πE2
fEm 2arctan

2(Ef-Em)Vf

πE2
f-4Vf(Ef-Em)2

+π􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

4(Ef-Em)Vf πE2
f-4Vf(Ef-Em)2

- π3/2EfEm

4(Ef-Em)Vf

􀮦

􀮨
􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 + 1- 4Vf

π  Em

=
E2
fEm 2arctan

2(Ef-Em)Vf

πE2
f-4Vf(Ef-Em)2

+π􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

2(Ef-Em)πE2
f-4Vf(Ef-Em)2

- πEfEm

2(Ef-Em)+ 1- 4Vf

π  Em (10)
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2.3 连续纤维增强树脂基复合材料弹性模量预

测值

E1 和E2 分别是按先并后串和先串后并两种计

算方式得到的复合材料弹性模量,前者较大,后者

较小,实测弹性模量值应当介于两者之间。可用中

间值Ec 对弹性模量进行预测,即

Ec=E1+E2

2
(11)

通过大量试验得到的中间值无量纲近似公式为

Ea

Em
≈ 1+Vf

1-1.25Vf+4.3(Em/Ef)Vf
(12)

由软件计算得到,不论Ef/Em 的比值如何变

化,近似公式与中间值公式计算结果之间的最大相

对误差不超过7%,特别是,当Ef/Em<10时,最

大相对误差不超过2.5%。

3 连续纤维增强树脂基复合材料弹性模量

计算值与实验数据的比较

用外方内圆模型计算的相对弹性模量曲线如图

7所示。为便于比较,图中列出了E1(式6)、E2(式
10)、Ec(式11)和Ea(式12)相对于基体弹性模量

Em 的无量纲曲线和一组实验数据(Ef=83.4GPa,

Em=3.33GPa)[20],实验值与计算值如表1所示,
计算值由式(11)获得。

图7 纤维增强树脂基复合材料相对弹性模量实验数据与

计算值曲线

Fig.7 Experimentalandcalculatedvaluescurvesrelative

elasticmodulusoffiberreinforcedresinmatrixcomposites

从图7和表1可以看出,E1 和E2 确定了弹性

模量的较窄范围,中间值接近实验值,误差基本保

持在10%以内,且近似公式曲线(虚线)与中间值公

式曲线(实线)吻合很好。

表1 纤维增强树脂基复合材料弹性模量

实验值与计算值比较

Table1 Comparisonofexperimentalvaluesandcalculated
valuesofelasticmodulusoffiberreinforcedresin

matrixcomposites

Fibervolume
fractionVf/%

Experimental
valuesofE/Em

Calculated
valuesofE/Em

Relative
errors/%

28.91 2.15 1.90 11.63
41.99 2.75 2.57  6.55
49.88 3.44 3.19  7.27
57.50 3.95 4.04 -2.28
59.62 4.30 4.42 -2.79
62.57 4.65 4.97 -6.88

4 结 论

(1)将纤维圆形横截面直接作为圆形计算模

型,借助于 Mathematica软件进行符号积分运算,
可获得纤维增强树脂基复合材料横向弹性模量的解

析解。
(2)将解析解的中间值作为横向弹性模量的预

测值,与一组实验数据比较,显示解析计算的相对

误差基本在10%以内。
(3)给出了形式简单的中间值近似公式,在纤

维体积分数小于75%的实用范围内,近似公式与中

间值公式计算结果之间的最大误差不超过7%。
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