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对称斜交铺层复合材料层板在

平面变形情况下分层

问题的解析一广义变分解法

孟庆春 张 行 王俊奎

北京航空航天大学五系 (北 京 1 0 0 0 8 3 )

滴要
:

本文采用弹性力学的位移解法研 究对称针 交铺层复合材针层板在千面 变

形情况下的分层问题
,

得到 了满足所有基本方程
、

层间连续条件与裂纹表 面静力边

界条件的位移场与应 力场的本征展开式
。

然后利用分 区广 义变分原理代替裂纹表 面

以 外的边界条件
,

确 定位移场 与应 力场表达式中的待定 系数
,

进而确 定裂纹 尖端附

近奇异应 力场 的控制量

—
广 义应 力强度囚子

。

由于所有基本方程预 先得以 满足
,

在 变分方程 中只有线积 分 而 无面积 分
。

计算表明
,

本文方 法前期准备工作 简便
,

计

算节省 机时
,

结果收敛迅速
。

关键词
,

对称抖 交铺层
,

平面 变形
,

分层
,

广义 变分解法

引言

由于复合材料层板抗层间剥离的能力很差
,

在使用中会导致分层
。

对于这种分层破坏形

式
,

需要进行力学方面的研究
。

在 〔l 〕与 〔2 〕中
,

我们研究了对称正交铺层复合材料层

板的分层问题
。

事实上
,

在工程中对称斜交铺层复合材料层板也经常得到应用
,

其受力状态

如图1 (
“

) 所示
·

与正交铺层情况相同
,

我们可将图 1 (
“
) 所示情况分成 (。 > 与 (助 这两

(a ) 层板 的基本受力状态 (b) (a )状态

图 l 对称斜交铺层复合材料层板受力分析

(
e
) (日)状态

本文 1 9 90 年 1 月 收到
,
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图 2 导致层板分层的两种载荷状态

种状态
,

如图 1 (b )
、

(
e
) 所示

。

在 <a )

状态 中
。

由于原有载荷与附加外力的同时作

用
,

经典的直法线假设成立
,

层板中无层间

应力
;
在 <脚 状态中

,

由于附加外力 的 单

独作用
,

直法线假设不再成立
,

层板具有层

间应力
,

它将导致层板在工作中出现分层
,

产生层间裂纹
。

在本文中
,

我们只研究能导致分层的 (日> 状态
。

由于斜交层板在受拉过程中存在拉剪祸合效应
,

所以我们进一步将(日)状态分成 <日
: )

与 (日
:

) 两种子状态
,

如图 2 (
a
)

,

存在y方向的离面位移
。 y ,

而
u 二
二 o

I句的面内位移
u 二

与
。 2 ,

而 u y
二 o

。

面剪切 ( l ) 型界面裂纹问题
,

(b ) 所示
。

在 (日
:

) 状态中只存在反平面变形
,

即只

u :

一 。;
在 (日

2 > 状态中只有平面变形
,

即只有x 与
z
方

由于层板y 向尺寸较长
,

所以 <日
、) 状态可以看成是 反 平

<日
:

》状态可以看成是平面张开与平面 剪 切 ( I一 I ) 复

合型界面裂纹问题
。

在 (3 ) 中我们 已经对 <日
,

> 状态的反平面剪切裂纹间题进行了研究
,

本文将研究 <日
:

) 状态的平面复 合型裂纹问题
。

根据 〔3〕与本文的结果
,

利用迭加方法
,

我们可以得到复合材料层板在一般变形情况

下分层问题的解答
。

十
一

一 为一州

二二{{{{{
‘
一

’

广广广
777 ,,,

{{{
!!!一勺勺

y z
刀刀刀刀刀

区区区区区区区区区口口口口口口

图 3 层板分层的计算模型

二
、

基本公式与基本条件

首先
,

我们采用弹性力学的位移解法
,

建立斜交层板

中应力与位移的表达式
。

对于代表平 面 变 形 的 <日
2 ) 状

_ 态
,

我们利用层板变形的双对称性建立计算模型如图 3 所

示
。

在每一层板中建立材料主轴坐标系
。
如C

,

其中七轴 与

该层材料的纤维方向平行
,

并设叠轴与y轴夹角 (即 铺 层

角 ) 为Y
,

而C轴与
:
轴重合

。

以下
,

我们将。 x y z
称为结构

主轴坐标系或总体坐标系
。

在结构主轴坐标系中
,

位移分量为

u 二
= u 二

(
x , z

)
, u y

二 0
, u z

== u z

(
x , z

)

根据几何方程
,

相应的应变分量具有如下形式

( 1 )

C x x

二

( 2 )

e y Z

二

匹
二 。

口u ,

、

、
, · , y

-
· ,

一丽 {
。

, · : 二

一

音(争
+

粉
,

一 !
利用位移的转换关系

,

在材料主轴坐标系中
,

位移分量为

u 。= u X sin 丫“ “ :
(
x , z

)
u ,

= 一 u x c o s丫“ u 。

(
x , z

)

u ; 二 u z

= u :
(
x , z

) ( 3 )
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根据几何方程
,

相应的应变分量具有如下形式

·。。一

驾昌
一 , C , ‘一

合(瓷
+

铁
一

)
, · , ,

￡‘。一

告(瓮
+

餐)
, C 。。一

瓮
, · ; 。

口u ,

二
而 ( 4 )

一

音(跳
+

箫)
将 ( 3 ) 式代入 ( 4 ) 式并考虑到 ( 2 ) 式

.

可得

。。 : = 。 、 、 s in Z y
, 。 , ,

= 。 、 、 e o s Z丫
,

￡ , 匕- 一 c z 、 C O ‘丫
, ￡ ‘写= c : 、 s l n 丫

,

￡匕仁

C 三n

二 C 2 2

( 5 )
- 一 e 、 、 5 i n Y C O SY

由于应变能密度是与坐标转换无关的标量
,

故以下等式成立

a 二 、 8 、 、

+ 。 , , 。 , ,

」
一
Z a , x c Z 、

二 。 : ; 。: : + a 。 , 。 。 ,
+ o : : 。 : 。+ 2 0 , 。。。 : + 2 “ 。: “。: + Z a : 。。 : ,

(6 )

将 ( 5 ) 式代 ( 6 ) 式
,

我们有结构主轴坐标系中的应力分量如下
:

a
、 、

“ a : : 5 in “丫+ G 。 。 c O S “丫一 Z a : 。 三二‘1丫‘ 。忍丫

a
, ,

= Q ; : 。
, 、

“ 一 a 。 : c o s丫 + a : ; S二1 1丫

在材料主轴坐标系中
,

由于材料具有正交性
,

以应变表示应力的物理方程 为
:

a 。, 二 c 、 , ￡: : + C 一。 c , ,
+ c 、 3 c ‘。

,

a 。 ,
二 c 0 I c , 。+ c : Z c , 。

+ C 2 3 8 : 。 ,

a 。: 二 : 3 : 。 ; 。+ c 。: “ , ,
+ c 3 3 ￡ ; 。 ,

其中
, c , j 可以用柔度系数

a ; j表示
。

a . 七二 C 4 各c , ;

a ‘号二 c 5 s e 七七

a 号,
= : 6 6 e 专,

将 ( 8 ) 式代入 ( 7 ) 式
,

考虑到 ( 2 ) 式与 ( 5 ) 式
,

并令

1
:
== c l 、s in ‘丫 + 2 (

c : :
+ c 。 。

)
s in “丫c o s Z 丫+ c Z , c o s ‘丫 、

1
乞

一
、 。S 、n 么丫 + · 2 3

一
丫 +

专
(
· 二 4

一
丫 + · 。‘ s in Z丫)

( 8 )

( 9 )

l
、‘l少

1
3

一爹(
c 心今。0 ·“ : + c 6 6 S in

Z Y) l
,
一 e 0 3

可得结构主轴坐标系中应力与位移的关系式

。
二 二

一 1
:

瓷
+ (,

2
一 1

。

)
瓮

a

一 (‘一 ,
3

)
豁

+ ‘
4

争 一
‘3

(争
+

瓮)

(10 )

根据虚位移原理 (或称虚功原理 ) 并考虑到 ( 1 ) 式与 ( 2 ) 式
. _

结构主轴坐标系中的

有效平衡方程为

J a
二 x

+
口a

: 二

= O
口a : ,

口x 口z 口x

口口
二 ,

十一一不二 一 = U

a 乙

(x l)
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将 (10 ) 式代入 ( 1 1 ) 式
,

口
“u 、 . ,

d
“从

z

工飞
一

只 ,

十 1 2 一。万, 才一 卞 1 3 一
a 儿 一 a 入 a Z

手位移 u 、 、

叭所需满足的偏微分方程如下

一 O
, 3

一

分
一
十 1

2 一

众
十 1

4 一

分
一

9(l
2 ,

由 ( 9 ) 式
.叮见

,

当铀层角 }
、

丫 ,

}一 l丫
2

!时
,

lj与层号无关
。

考虑 到 (l 0) 式
,

我 们 {JJ’

以说上
、

下两层在朋
z 平面内具有相同的弹性模量

。

这种情况与含边缘裂纹均匀介质平面 复

14叼劝冲
‘了又111

J

‘、
产
了、
冲

r、

合型裂纹问题相 同
,

故本文不予讨论
。

以下我们只考虑】Y
,
1子 !Y

:

1的情况
。

为求解 (12 ) 式
,

令

u 、

二 u
x

f(J )+ u
x

l(了)
u 二

= U
二

f(J )+ 日
z

, (刃

J红中
,

f(了)为复函数
,

U
、 、

U
,

为复常数
,

代表j
’ 一

义位移
,

y 为如下厂
‘

义复变量

y 一 x 十 件z

式中
,

林为复参数
。

将 ( 1 :‘) 式代入 (1 2 ) 式
,

可得

(l
、
+ 1

。协 2

) d
x

+ 1
: 林U

,

二 0 1
。件U

x

+ (1
3
+ 1

‘林 “

)U
乙

一 O

根据上式的非冬解条件
,

我们有

1
;
1 3 + (l

,
1
‘
+ 1盆一 l姜)林

“
+ l

:
1
; 林毛

= O

上式中
,

卜有四个复根
,

且两两共扼
,

即

林 1
二 a l

+ i日
、 ,

件 :
二 a :

+ i日
: ,

睁 3
一两

: ,

件‘
二声

2

一般而
一

言
,

对于我们所计算的工程常用复合材料
,

其复参数件J

为纯虚数
。

即

卜: J

二 i口
J

j一 x
,

2

这里
,

日
;

与日
:

为实数
。

满足 (1 5 ) 式的广义位移为 U
、 j 、一 fp

J 、 ,

U
: J 、

二 q j 、

其中
,

实常数 p
J 、

与q J 、

分别等于

p
J 、

== 一 1
: k

日
J 、 ,

q j k
二 1

, 、
一 1

3 、

日子
、

j
,

k 若1
,

2

式中
,

j
、

k 分别表示变量序号与层号
。

进一步
,

令

( 1 3 )

r J 、
一迄一 1

, k
l
: k

+ (1
2 k
一 1

3 k

)q
j k

}日
J k

t J 、
一 {1

I k
+ (1

2 、
一 l

。、

)日了
k

}l
。 、

马

s , 、
二 玉一 1

: k

(1
2 k
一 1

3 k

)+ q j 、
l
; k

}日
J 、

(2 1 )

则由 (士3 ) 式与 (1 0) 式可得位移与应力表达式如下
:

u 二 、
一 ip , 、

{叭 (:
、

)硕「八五)}+ ip
Z 、

魂中
k

(, 。

)一 币认了;而
u z 、

一 q , 、

{印
k

‘,
1

)+ 听乙y : )}十 q 、、 {冲
、

(了
:

)十币汉子奋)于 { (2 2 )

、
!l
、了

十l
了0

X X k
二 i r , 、

笼印
’ 、

(J
,

)一可
仃 二

k
二 i‘ I k

{印
/ 、

(y
l

)一厕
a 一

k
一 t , k

畏甲
‘ 、

(y
,

)+ 谕

、

(J
,

)}+ 1 r Z 、

笼冲
‘ :

、

(y
:

)一币7

、

(y
l

)} + 全、, 、

{冲
‘ *

(y
Z

)一沪

k

(y
,

)圣
k

(y
:

)}

飞飞

(; 3 )
k

(y
:
) }+ ‘2 、

{中
‘、
(y

:

)州{万仁不不
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式中
,

yl 与y :

为广义复变量
,

甲
、

复变函数f(y )
。

中为解析函数
,

分别用以代替 (1 3 ) 式中y取 y :

与y :

时 的

层间连续条件与裂纹表面静力边界条件为

u X ,
+ iu

· ,
= u x Z

+ iu
: 2

0 = o

a
, 2 1

+ ia
z 二 ,
一 a

2 2 2
+ ia

, 、 2
0 一。

a
2 2 1

十 ia
z 、 1

二 0 0 一 兀

a
2 2 2 + ia

z 二 :
= O (1= 一 兀

在直角坐标系中引入极坐标系
: x 十 12 一 r e , 。

而 J一义复变量y 』

等于 了j 二 x + i日
j z = r j e ‘。 J ,

j= l
,

2

一般而言
,

由 犷存在混合边界条件
,

裂纹尖端位移不为零
,

指数函数这两类
。

即令

rp k

(了
,

)一甲
, 、

(y
,

)+ 甲2 、

(y
,

)

劝
k

(y
Z

)二劝
, k
(y

Z

)+ 劝
Z k

价
:

)

(2 4 )

(2 5 )

(2 6 )

(2 7 )

(2 8 )

(2 9 )

所 以复函数应分为幂 函数与

(3 0 )

(3 1 )

其中
,

甲 , k

(y
l

)= A
k y全+ B

k yf 甲 ; k

(y
:

)二 C
k y生+ D

k y l
-

中
Z k

(y
l
)二E

k e ‘ y ,
+ F

k e 二‘ J

劝
: k

(y
Z

)二G
k 。‘ y ,

+ H
k e 肠

2

式中的常数为复值
,

函数的第一个足标表示 函数类型
,

第二个足标表示层号
。

(3 2 )

(3 3 )

将 (3 2 ) 式代入 (2 2 ) 与 (2 3 ) 式
,

再代入 (2 4 ) 至 (2 7 ) 式并考虑到日
j ) o

,

可得

p , ,
A

l
一 p , ,

石
1
+ p : ,

C
、
一 p : 、

D
:
= p l :

A
:
一 p : :

刀
2
+ p : 。

e
Z
一 p : 。

D
Z

(3 4 )

q , :
A

:
+ q , :

石
:
+ q Z ,

C
:
+ q Z ,

刀
;
二 q , Z

A
:
+ q l :

刀 : + q 2 Z
C

:

+ q Z :
刀

:

(3 5 )
s , 、

A
、
一 s , 1

石
1
+ 5 2 , C

,
一 s : ,

刀
:
一 s 、 :

A
::
一 5 1 :

石
:
+ s : 。

C
:
一 s : :

D
:

(3 6 )

t : 、
A

,
+ t , ,

石
、
+ t , 、

C
l
+ t : ,

D
,
= t 1 Z

A
。
+ t 、:

石
。
+ t 。 ,

C
。
+ t Z :

刀
。

(3了)

(
s 、 I

A I + s : :
C

,

)
e ’ 元

“
一
” 一 (

5 1 I

B + s 。 ,

D
、

)
e 一 ’元 ‘卜

‘’= O
’

(3 8 )

(t
1 I

A
、
+ t : 、

C
l

)
e ’
“ ‘一 ‘’+ (t

l ,

石
1
+ t Z ,

D
,

)
e 一 ‘’

“
一
” = o (3 9 )

(
s , :

./:\
2
+ s : ,

C
,

)
e 一 ‘兄“

一
” 一 (

s , 。
石

2
+ 。 : 2

万
2

)
e ‘““

一 ‘ ’= O (4 0 )

(t
、 ,

A
:
+ t : ,

C
Z

)
e 一 ‘元

“
一 ‘ ’+ (t

、 2
刀

:
+ t。 Z

D
:

)
e ’““

一

” = o (4 1 )

将 (3 3 ) 式代入 (2 2 ) 与 (2 3 ) 式
,

再代入 (2 4 ) 至 (2 7〕式
,

可得

p 1 I
E

,
一 p ; 、

刃
,
+ p o I

G
,
一 p 。 ,

万
、
= p l ,

E
:
一 p l :

户
:
+ p 2 2

G
2
一 p 。 :

万
:

(4 2 )

q , ,
E

、
+ q l ,

尸
:
+ q Z 、

G
,
+ q 2 1

万
、
一 q , ,

E
Z
+ q , :

尸
2
+ q : :

G
Z
+ q : 。

万
,

(4 3 )
s , ,

E
,
一 s , ,

尸
:
+ s : 、

G
l
一 5 2 ,

万
,
= s 、:

E
::
一 s , :

户
,
+ s : :

G
Z
一 s , 2

万
:

(4 4 )
t : ,

E
:
+ t , ,

尸
1
+ t 2 I

G
,
+ t Z : 万

,
= t , ,

E
:
+ t , :

尸
2

+ t。 。
G

:
+ t。 ,

万
:

(4 5 )
5 1 I

E
、
一 s : ,

歹
1
+ s 。 1 (二

;
一 s : 1

万
,
= O (4 6 )

t l 、
E

,
+ t : 1

尸 , + t : I
G

,
+ tZ , 万

1
= 0

一

(4 7 )
: : Z

E
:
一 s 、。

歹
:
+ s : :

G
,

一

“
:
玄万

:
一 O (4 8 )

t ; :
E

:
+ t 1 2

尸
:
+ t : 。

G
:
+ t : :

H , 一心 (4 9 )
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三
、

本征值与本征展开

首先讨论与幂函数相关的齐次线性方程组 (3 4 ) 式至 (4 1) 式具有非零解的条件
。

而

引入复常数”
,

使得”= 月
;

+ i”, 二 e ’ 2
“

一 ‘’“

入= 入R + i入:

由应变能有界条件可知入
R

> o
。

于是
,

由 ( 5 0) 式与
e 一 ’无‘ , e o s

(2
二入R

)= ”
: , e 一“ “‘ , s in (2

二入:
)

(5 0 )

(5 1 )

(51 ) 式可得

一 n

、
,
一 。+ 飞

乙

入
I
-

l

4 冗
In (”孟+ 月釜)

其中
1

“= 万不

a r c tg

今
n = 1

,

3
,

5
,

当介R
< 0时 n 二 2

,

4
,

6 , 当月R > O时

齐次线性方程组 (3 4 ) 式至 (4 1) 式具有非零解的条件有两个
:

1 ) Q
, 月2

+ Q
Z勺+ Q

。
= o

式中
,

实常数

Q
:
二 (p

, ,
+ p ; : f

: 。
+ p Z 、f

4 。

)(q
: ,
一 q , 、f

: :
一 q : ,

f
‘ 7

)

一 (q
: : 一 q , ,

f
: 。
一 q : ,

f
‘。

)(p
: : + p , :

f
, 7 + p Z ,

f
‘ 7

)

Q
:
二(p

, I
f

, 。
+ p : ;

f
。。

+ p : :
f
。 5

+ p : :
f
。。

)(q
: :
一 q , :

f
: 7
一 q , 、

f
‘7

)

+ (q
, :

f
, ,

+ q : ,
f

3 7 一 q , :
f
。 7 一 q : :

f
。 7

)(p
, 2

+ p , ,
f

: 。
+ p : 1

f
4 。
)

一 (p
, 、

f
l ;

+ p : ,
f3 7

+ p , ,
f
。 ,

+ p Z :
f
。 ,

)(q
, :
一 q , ,

f
, 。
一 q : ,

f
4 5

)

一 (q
, ,

f
l 。

+ q , ,
f
。。
一 q , :

f
。 。
一 q : :

f。
。

)(p 。 。
+ p 、 、

f
: 7

+ p : ,
f
‘ 7

)

Q
3
二 (p

1 I
f
、。

+ p : ,
f

: 。
+ p : :

f
。 。

+ p : :
f
。。
)(q

: 、
f

: 7
+ q : 1

f
3 7 一 q , :

f
。 ,
一 q : :

f。
7

)

一 (p
、 ,

f
: 了

+ p Z ,
f

3 7
+ p l ,

f
。 ,

+ p : :
f

: ,

)(q
, I

f
, 。

+ q : 、
f

3 。
一 q : Z

f
。 。
一 q : :

f。
。

) {
f

0 1
= 5 1 I t : z

一 t 1 x s : 一 ,

f
, 。

= (
s , : t 。 ,

一 t : : s , ,

)/ f
。 ; ,

f
。 5

= 一 (
s , , t 、 :

一 t 、 : s , ,
)/ f

。 , ,

f : ,
= 一 (

s 、 , t : ,
+ t l , s : ,

)/ f
。 1 ,

f
; 1

= 2 5 ; , t : 1

/ f
。 , ,

f
2 5

~ f
: ,

f
l 。

+ f
: 。

f
: 5 ,

f
‘ 5
一 f

4 一
f

, 6
+ f

‘ 。
f

: 6 ,

f
。 。

= 一 (
s , , t , :

+ t , : s : :

)/ f
。。 ,

f
: 。

= 2 5 、 : t ; :

/ f
。 : ,

f
。 :

= 5 1 : t Z :
一 t 1 2 5 : :

f
、 7

~ (
s : : t : ,

一 t : 2 5 : 、

)/ f
。 ,

f
3 7

= 一 (
s : : t : 1

一 t : : s , 1

)/ f
。 ,

f
: 。

= 一 2 5 : , t : 1

/ f
。 、

f
、 ,

= (
s : , t 1 1

+ t : , 5 1 1

)/ f
。 :

f
: :
一 f

: x
f
一 :

+ f
: 。

f
。7

f
4 7

= f
、 I

f
、 7

+ f
4 3

f
。 7

f
。 :

= 一 2 5 : : t : ,

/ f
。 :

f
: 7
二 (

s : : t , :
+ t : : s : :

)/ f
。 :

(5 8 )

、、‘卫‘,毛jll万leeeel|
护

J
l

l
l

J/

求解 (5 6 ) 式
,

可得 月 z
,

2

一 Q
Z 土了可二丽不百丁

一 ZQ
r (5 9 )



第 2 期 孟庆春等
:

对称斜交铺层 复合材料层板 在平面变形 情况下分层问题的解析一广义变分解法

上式又可分为两种情况

A
.

f= Q置一 4 Q 、Q
。

) O (6 0 )

本文中计算的复合材料就属于这种情况
。

计算表明
,

(5 9 ) 式具有两个小于零且互为倒

数的实根月1
、

月 : ;

即月
, :

= 月
2 ; 二。

; 勺I R

< O
,

月Z R

< O ; 月 , * 月Z R
一 l (6 1 )

由此可得
。 = O

, n 二 1
,

3
,

5
,

⋯ 入
, : = 一 入

: ,

(6 2 )

可见
,

对应于月 , 、

月 :

的两个特征根互为共扼
,

即入
, ,
一 叉

, 。 。

由 (3约 式可知
,

对 应 于

这两个特征根的复变函数具有相同的形式
,

所 以只取入
, ,

、

入
, ,

中的一个即可
,

并用入
:

表示
。

且入
,

写成为入
,
二入

R
+ i入

:

(6 3 )

B
.

f一 Q呈一 4 Q
、

Q
。

< O (6 4 )

这时
,

月具有两 个复根
,

入
1

为实数
,

即月
: 铸 。

,

磷 + 嘴 二 1
,

入: ~ O (65 )

}司时
, · 、 。

,

}
C
! <
专

。

、产
‘
、产、.尹、1/
‘

,
、2 .
、

1
产

6667阳69707172
‘了、了气了吸
、z
‘
、
了t、/气、/‘

属于这种情况的复合材料层板分层问题将在另文研究
。

2 )
e ’无 ,

“
一 ‘’一 l = o

解得对应的特征根‘
2
一
专

, n 一 2
,

‘
,

对应于入
1 ,

系数间具有如下关系

C
:
= 9 7 o

A
: ,

A
l
= 9 1 o A

: ,

式中
,

实常数

B
:
= g 。 。

五
: ,

B
,
= g : 。

互
: ,

D
:
= g 。。

五
2

C
i
= 9 3 o

A
: D

:
= 9 4 。河

: }
!

l
日J胜玉1|、产一)洲

、/ .f主一月杏1�‘几一户于上

9 7 5
= 一

( q
、 :
一 q , 、

f
: 。一 q : 、

f
‘。

) n + ( q

飞石诬飞一 q 、 ,
f

: ,
一 q : , f

‘ 7

) n + (q
1 。+ q , 1

1 7
十 q , 1

3 5
一 q 1 2

3 7
一 q 1 2

6 ‘一 q , 2

q 2

.上杏一r工rll肉备1

g , 5
= 一 ( f

l 。+ f
1 7 9 7 5

) / 月
,

g 。 5
= 一 ( f

3 5 + f
3 7 9 7 5

)/ ”
,

g : 5
= f

: 5
+ f

g ; 。
== f

; 6 + f
‘ 7 9 7 。 ,

g 。 5
= 一 ( f

。 。+ f
。 7 9 7 。

)/ n
,

g 。 5
= 一 ( f

: 。
+ f。

7 9 7

对应于入
: ,

系数间具有如下关系
、

!
/

l(A + B )蛋“ ’“ h
, 。

( A + B )玉
“ ’ ,

( C + D ) {
“ ’二 h

。 5

(A + B )三
“ ’ ,

(C + D )乡
“ ’= h

, 。

(A + B )互
“ ’ ,

实常数

( A + B )互” = h
Z 。

( A + B )三”

( C + D )气” = h
‘。

( A + B )玉”

( C + D )妄” = h
: 。

( A + B )盏”

⋯
!
\\

式中
,

h 1 5 =
t Z -

t : :

、 : t : :
一 t : : q : :

)
, , t : 1

一 t l : q : 1

)
h

Z 。 冬魁
5 2 2

( p
, : s : ,

一 s , Z p : :

)
( p 1 2 5 艺 i

一 s 一 z P Z I

饭一执

tlz一场一一一h
: 。= 一 h , 6

t 1 1

t Z , ’

h 存 6

一
h

Z 。

计
,

h 7 5

令

A
Z : m 一 ;

= p m = P盖
R ’+ iP二

, ,

A : . : 二+ B 2 . : 二= Q 二 = Q护
’+ iQ盖

, - }
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les||
re/

则 (3 2 ) 式的复变函数的本征展开式为
:

rp , 1

(y
l

)= 乙 福g
, 。p 。 y l

‘
+ 9 2 。

户
m y今

,

}+ 互
2

m 一 1

M

兄 义h
、 。

Q盆“ ’+ i五2 。

Q盆” },

小
1 ,

(y
:

)= 乙 {g
。 s

p
m y委

‘
+ 9 4 。

户
m y委

一

‘} + 乙 笼h
。 S

Q盆
R ’+ ih

4 。

Q二” }y查
2

m

乙
‘ 功 = 1

M

甲 ; :

(y
l

)= 乙 {p m , 1
,
+ g 。 6

尸m y f
,

} + 乙 {Q盏
R ’+ iQ盆” }y全

2
(7 3 )

m ~ l m = 1

M M

冲
1 2

(, ,

)二 乙 {9
7 s

p m y生
1
+ g 。 5

尸
m y奎

1

} + 乙 笼h
7 。

Q r(n
“ ’+ ih

, 6

Q盖‘’}y委
2

m 一 1 m 二 1

接 「来讨论与指数函数相关的齐次线性方程组 (4 2 ) 至 (49 ) 式具有非零解的条件
。

衣

(7 4 )

l|es、
!上

这个方程组中 (44 ) 与 (4 5 ) 式不是线性独立的
。

E
:
+ F

:
= e 。 、

(E
,
+ F :

)+
e 6 :

(君
,
+ 尸

:

)

G
:
+ H

l
= 一 e , ,

(E
;
+ F

l

)一
e 3 :

(刃 , + 卯
,

)

求解其余六个方程
,

可得

G
Z
+ H

:
- 一 (

e 7 s e 。 1
+ e 7 6 e 。,

)(E
,
+ F

l

)一 (
e 7 。 e s :

+ e 7 6 e 。 ,

)(刃
;

+ 户
,

)

其中

e 3 1
=

5 2 , t : ,
+ t 1 1 5 : ,

t 一 1 5 2 -
一 5 1 一t Z I

2 5 : 1 t Z -
e 3 2

= 2 5 2 I t , z

s 、, t : :
+ t 、 : s : :

e 了 5
= 2 5 2 : t 2 2

t 一 : s 。 。一 5 1 : t : : a :
b
、
一b

, a l

n�

‘

匕9一aq曰
e 7 6 一 一

一
今一

~ 一 .

一
一 ~

一一2 5 : 。 t : :

a 、
b

Z + b
l a 2

“ 5 ‘
- 一乏不瓦 一 C 5 2

=

a 、
= p , ,

一 p : 、

(
e 3 ,

一 e 3 :

)
,

a :
= p , 2

一 p : 2

( e
7 。
一 e 7 。

)
,

b
、= q 1 1

一 q : 、

( e
3 1

+ e : :

)

b
。 = q 、:

一 q : :

( e
: 。+ e : 。

)

可见
,

只要入
R > o

,

任意入都能使 ( 3 9 )
、

式满足以上非零解条件
。

为不失一般性
,

我 们

取入= l
,

并令 E
, + F 于二 R ~ R ‘“ ’+ i R ‘” ( 76 )

则 ( 33 ) 式的复变 函数写为

甲 : 、

( y
,

) 一 R e y ,

中
l: :

( y
:

) = 一 蔑( e 7 。e 。 ,
+ e 7 6 e 。 :

) R + ( e 7 。 e 。 : + e 7 。 e 。 ,

) 厢) } e y l

甲 2 ,

( y
Z

)一 (
e 。 I

R + 。 3 2

兀) e · 2

中
: 2

( ,
1

)一 ( e 。 I
R + e 。 2

兀)
e · ,

( 7 7 )

由 ( 7 3 ) 和 ( 7 7 ) 式与 ( 2 2 ) 和 ( 2 3 ) 式
,

并考虑到

y “ : = {e o s (入
;
I n r

) + i s in (入
;
I n r ) } e 一 轰 : 。 ( 7 8 )

可得位移与应力表达式

M

�

含七,

�IJ�奋」
�

、.2、.少n门自
.

u * 、= 乙
r 。

“
一

含蔑P二
R ,
〔
c 。 S (、: I n r ) S {梦之m ( 。 ,

0 ) +
s i n (入: In r ) s

冬晋之
m (入: , 。

m ~ 1

川�
+ p 盏”〔

e o s (入: I n r ) s {矛之m ( 。 ,

O) +
5 sn (入: I n r ) s m (入; , 。

,11.1

.

入、八

M

+ 乙
r m {Q盆

“ ’t {签孟( O) + Q盖” t {之孟( e ) }+ R ‘“

少q :瑟
’
(

r ,

Q) + R ‘” q :是
’( r , ,

e )
口一 1 ( 7 9 )
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—
-

一
-

一

—
一

- - - 一 -一一一

—
了二二了 二几丁二 , 二: 二

,

, 二 二二 二

一
二 二

一
二军二几二丁二, 竺二 二

一
,

一
一

一一户
一 ;命

)
〔
。·

s(x
l

lnr添
。、久

·

雨
*

赫
:

碌必
k

杯俪
+ p 几” [ e o s

(入
: In r

)g {尹;
k 。

(入
, , 。 ,

0)+
s in (入

;
In r

)g 三{犷
k m

(入
; , 。 ,

0)〕}

+ 乙
r m 一 ’

{Q盏
“ ’h {梦之

m

(。)+ Q盏” 11 {}之
。

(。)} + R ‘“ ’p }爹之(
r ,

0 )+ R ‘” p {}之(
r ,

0 )

(8 0 )

式 (8 0 )
‘
卜m 二 1的项即为奇异项 系数P {

“ ’
、

P ; ” 即为奇异应力场的控制量
。

当层板的材料参数满足 f一 Q呈一 4Q圣> O (81 )

时
,

特征值 入
,

的虚部入
, 笋 。

,

裂纹尖端附近的奇异应力场为a
z 二 ;

!
。 _ 。

一 a
: 2 2

}
。 一 。

一
圣“

1

{(
P、

! ) + 2入
l
p , 一 )一 (入

;
‘一 )+ (p互一

2 入
,
p、

更 )
)
S ; ·(入

I
, n ·

)} (8 2 )

a

一 }
。 - 。

- a

一 ‘
。 。

一
告k

Z

{
(P{一

2 入
,
P、

J )
)一 (、

,
,二 )一 (P ;

J ,

+ 2入
I
P{

“ ’
)

5 in (入
;
In r

)

式中
,

k l == s , ,

(g
, 。
一 g 、。)+

s : 、
(9

4 5
一 g 。。

)
,

k
:
~ t , ,

(9
2 。

+ : , 。

)+ t : ,

(9
4 。

+ g 。。

)

可见
,

在裂纹尖端附近
,

应力具有振荡奇异性
。 -

当层板的材料参数满足 f一 Q置一 4Q了< o

时
,

由式 (6约 知入
;
一 0

。

此时
,

奇异应力场不再是振荡的
,

而
‘

是单调的
;

(8 4 )

(8 5 )

且。 笋 O
,

{
。
l< 于是

,

应力强度 因子可定义为

一
lim 护丽

一

r 含一 E。
2 2 :
一了
丽

k
l

即
)

= 1 im 丫 2 兀

0 ~ 0

r 告一 “。
, 、 : 一了 2靛 k

Z
F盆

R ,

(8 6 )

了.1一“韭
KK

四
、

变分解法

为确定待定系数P ;
“ ’、

P至”
、

⋯ ⋯等
,

我们应用变分方法满足裂纹表面以外 的 边 界条

件
。

对于不同材料
,

位移场与应力场表达式不同
,

故应采角分区广义变分原理
。

由拉氏乘子

法 【4 ’〔5 ’ ,

并考虑到所有基本方程
、

层 间连续条件与裂纹表面静力边界条件均 已预先满足
,

我们可将广义泛函n
;

的驻值条件写为

(a 。 j n j 一尹
,

)
k
乙u l 、

d s一 乙{
s , k

‘IJ
i

一 )
、邑

一
J 、d s 一 。 (8 7 )

k
、r
I.

S

r

!
J。11

;

一

云

其中
,

5
P k 、

S
。 k
分别代表力与位移边界

。
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一
了

一

, 以
. - -

一

_
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_

_
~ ~ 一一一~ 一一- 一一一一一~

由于应力与位移的变分是任意的
,

上式与静力边界条件
、

位移边界条件是等价 的
。

求解

由此而 得白伙线性方程组
,

即得上述待定系数
, ,

凑而可得奇异应 力场控制量 P互
“ ’ 、

P至”

五
、

计算例题

对于图 3 所示模型
,

载荷写为 p
二 1

= 一 p
,

p
二 2
二 p

材料参数为
E , 、= 2 3 7

.

9 G p a ,

E
: :

= E
。 3

= 1 4
.

4 8 G p a ,

G
l :

= 5
.

8 6 G p a v 1 2
= v 、 。

= v : 。
= 0

.

2 1

奇异应力场控制量可表示为P互
“ ’一 p X

,

P ;
‘’= p y

下面给出层板的铺层角与无量纲尺寸取不同值时
,

入
,

的数值
、

X 与Y随项数M增加的收敛

情况
、

数值积分收敛精度 (E PS ) 和在 IB M 4 3 41 计算机上进行双精度计算并得到收敛的结果

所需机时 (C p U )
。

兀 兀
, _ _ _ _

_

h yl 二 护 朴 = 言 人 :
= 一仇 洲 1川汤

表 l a 二 0
.

0 8 2 2
,

b二 0
.

1 64 5
.

h
、
= h 。 = 0

.

16 4 5

. . . . . . . . 口. . . . . . 曰

一生一阵导阵卜二」舟卜州止阵⋯止阵一岑共一一}二竺些{兰翌
!

兰立塑}竺州少
一

少
‘

{竺上竺⋯竺坚夕{竺里{⋯竺
l翌{亡兰竺

r x ‘“‘

}一
0

‘

’“6 ‘,一 。
·

。’4 “, 一 。
·

‘“‘。J一 。
·

。4 4 ”
{一

。
·

“4 5 5{一
”

·

。‘52
)一

。
·

。4 4 0

1一
o

·

o‘5 。
{一
“

·

0 4 6 2
)一

。
·

。‘“3

E PS二 1 0 一 4
C PU 二 3 4 1

.

7 0 s e e
.

表Z a = 0
.

2 5 7 1 h
l
= h

Z

二 0
.

1 2 8 8, ..!�00�心动
.二,.一4一OU哎U.�

。

一
。

自“U.一一一�

{
’

1
.

2 9 5 5 } 一 0
.

8 79 4 一 0
。

2 1 3 4

一 0
.

1 9 7 9 } 一 3
.

6 2 7 4 一 0
.

1 2 3 9

55555 666
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S e C
.

论

‘

1
.

本文给出的位移场
、

应力场本征展开式逐项精确满足弹性力学的所有基本方程
、

裂

纹表面 自由边界条件与层间连续条件
;

2
.

本文中利用分区广义变分原理代替裂纹表面 以外的边界条件确定奇异应 力 场 控 制

量
,

变分方程 中只有线积分而无面积分
,

计算简单
,

所需机时很少
,

结果收敛很快
:

3
.

从理论分析可以看出
,

由于层板的材料参数与铺层角的不同
,

层 间裂纹尖端附近应

力场的奇异性可能是振荡的或者是单调的
。

对于本文所计算的复合材料层板来说
,

奇异性是

振荡的
。

如果层板的材料参数满足一定条件
,

这种振荡奇异性将蜕化为单调奇异性
,

而其阶

1
. 、 ‘ .

1
.

次也将从一言次变成
“一言次

·

4
.

复合材料层板在一般变形情况下受拉分层问题的解答可由迭加方法根据 〔3 ) 与本

文的结果求出
。
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